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Introdu
tionCe 
ours est 
onsa
ré aux bases de 
ommuni
ations numériques. Pour les le
teurs qui souhaitentapprofondir leurs 
onnaissan
es, nous re
ommandons les livres de Proakis [27℄ et de Benedetto etBiglieri [2℄ qui sont les livres de référen
e dans le domaine. Sur la partie théorie de l'informationnous re
ommandons la le
ture des ouvrages de Battail en français [1℄, de Gallager [15℄, Ma
Kay[22℄ et de Cover et Thomas [9℄.
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Chapitre 1Introdu
tion
L'obje
tif fondamental d'un système de 
ommuni
ation est de reproduire en un point de la
haîne de 
ommuni
ation, soit exa
tement soit approximativement, un message séle
tionné en unautre point (Claude Shannon 1948) [30℄.Le problème qui se pose est que le 
anal est généralement bruité : 
omment obtenir une
ommuni
ation parfaite dans 
es 
onditions ? Dans 
e do
ument, nous allons tenter de répondreà 
ette question.Voi
i quelques exemples de 
anaux de transmission :� une ligne téléphonique entre deux modems� un 
anal radiomobile entre une station de base et un mobile� un disque durLe dernier exemple montre que le mot point dans la phrase d'introdu
tion peut signi�er lieuou temps.La sour
e génère un message à transmettre au destinataire. Celui-
i peut être analogique (pa-role, son, image, ...) ou numérique (données). Dans un système de 
ommuni
ation numérique, lemessage analogique devra être 
onverti en numérique avant traitement.Exemple : le système de 
ommuni
ation très simple suivant 
onsiste à transmettre une imageà un destinataire à travers un 
anal binaire symétrique.Le 
anal binaire symétrique est dé
rit par le modèle de la �gure 6.1. Il est dé�ni par saprobabilité de transition p = P (Y = 0|X = 1) = P (Y = 1|X = 0).PSfrag repla
ements
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Figure 1.1 � Canal binaire symétriqueSur la �gure 1.2, nous présentons un exemple d'image émise puis reçue par le destinataire ensortie d'un 
anal binaire symétrique pour p = 0.1. Dans un système de 
ommuni
ation il fautprotéger les bits d'information 
ontre les erreurs de transmission tout en limitant le nombre debits transmis dans le 
anal de transmission.Sur la �gure 1.3, nous présentons le synoptique d'un système de 
ommuni
ation tel qu'il estdé
rit par Shannon. 1
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haîne de 
ommuni
ation.L'obje
tif du 
odeur de sour
e est de représenter le message ave
 le moins de bits possibles.Pour 
e faire, il 
her
he à éliminer toute la redondan
e 
ontenue dans le message de la sour
e.Le r�le du 
odage de 
anal est de protéger le message des perturbations du 
anal de transmissionen ajoutant de la redondan
e au message 
ompressé.La modulation 
onsiste à e�e
tuer un 
odage dans l'espa
e eu
lidien, espa
e généralementadapté aux 
anaux ren
ontrés en pratique. Pour une modulation M-aire, on asso
ie à 
haque motde g bits un signal xi(t), i = 1, . . . ,M de durée T 
hoisi parmi les M = 2g signaux.Le r�le du démodulateur est d'extraire les é
hantillons tout en maximisant un 
ritère (rapportsignal à bruit, taux d'erreurs bit, ...). L'obje
tif du déte
teur est de dé
ider en faveur des symbolesles plus probablement émis. Si le dé
odage de 
anal est à entrées pondérées, il faudra rempla
er
e déte
teur par un déte
teur délivrant des informations pondérées (en général des logarithmes derapport de vraisemblan
e).La qualité d'un système de transmission est évaluée en 
al
ulant ou en mesurant la probabilitéd'erreurs par bit d'information (ou par blo
 d'information). Les deux autres paramètres importantsd'un système de 
ommuni
ation sont sa 
omplexité et son o

upation spe
trale.



Chapitre 2Introdu
tion à la théorie del'informationWhere is the life we have lost in living ? Where is the wisdom we have lost in knowledge ? Where is theknowledge we have lost in information ? T.S. Eliot, "The Ro
k"
2.1 Rappels de probabilitésSoit une variable aléatoire X ayant pour espa
e de réalisations AX = {x1, x2, . . . , xn} (on parleaussi d'alphabet) ave
 les probabilités respe
tives PX = {p1, p2, . . . , pn} ave
 :

P (X = xi) = pi pi ≥ 0 et ∑

xi∈AX

pi = 1 (2.1)Probabilité 
onjointeSoit deux variables aléatoires X et Y ayant pour espa
e de réalisations respe
tif AX =
{x1, x2, . . . , xn} et AY = {y1, y2, . . . , ym}On appelle P (X = xi, Y = yj) la probabilité 
onjointe des évènements X = xi et Y = yj . Ona bien entendu :

∑

xi∈Ax

∑

yj∈Ay

P (X = xi, Y = yj) = 1 (2.2)Probabilité marginaleIl est possible d'obtenir la probabilité P (X = xi) à partir de la probabilité 
onjointe P (X =
xi, Y = yj) :

P (X = xi) =
∑

yj∈Ay

P (X = xi, Y = yj) (2.3)Probabilité 
onditionnelle
P (X = xi|Y = yj) =

P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
(2.4)De la même manière on a : 3
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P (Y = yj |X = xi) =

P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)
(2.5)Ainsi on a la relation

P (Y = yj, X = xi) = P (X = xi|Y = yj)P (Y = yj) = P (Y = yj|X = xi)P (X = xi) (2.6)Loi de Bayes
P (X = xi|Y = yj) =

P (Y = yj |X = xi)P (X = xi)

P (Y = yj)

=
P (Y = yj |X = xi)P (X = xi)
∑

xk∈Ax
P (X = xk, Y = yj)

=
P (Y = yj |X = xi)P (X = xi)

∑

xk∈Ax
P (Y = yj |X = xk)P (X = xk)

P (X = xi|Y = yj) est appelée la probabilité a posteriori sur la réalisation de l'événement
X = xi sa
hant la réalisation de l'événement Y = yj. P (Y = yi) est appelée la probabilité a priori.Indépendan
eL'indépendan
e de deux variables aléatoires X et Y implique

P (X,Y ) = P (X)P (Y ) (2.7)et
P (X |Y ) = P (X) (2.8)2.2 Remarques sur la notion d'informationLa notion quantitative d'information asso
iée à un message é
hangé entre un émetteur et undestinataire dans le language usuel est liée à :� la véra
ité du message� la 
onnaissan
e a priori du message par le destinataire� la 
ompréhension du destinataire (problème de langue, ...)� l'intérêt qu'y apporte le destinataire� ...Toutes 
es 
onsidérations relèvent de la sémantique.Dans la théorie de l'information, nous ne retiendrons qu'un aspe
t partiel du 
on
ept générald'information : la mesure quantitative d'information est une mesure de l'in
ertitude asso
iée à unévénement. Cette notion d'information est fondamentale dans l'étude des systèmes de 
ommuni-
ation.2.3 Une mesure logarithmique de l'informationUne mesure de l'information asso
iée à l'événement X = xi notée h(xi) doit satisfaire lespropriétés suivantes [30℄ :� h(xi) doit être 
ontinue pour p(X = xi) 
ompris entre 0 et 1� h(xi) = ∞ si P (X = xi) = 0� h(xi) = 0 si P (X = xi) = 1 : un événement 
ertain n'apporte pas d'information



2.3. UNE MESURE LOGARITHMIQUE DE L'INFORMATION 5� h(xi) > h(yj) si P (Y = yj) > P (X = xi)� h(xi) + h(yj) = h(xi, yj). La réalisation de 2 évènements indépendants Y = yj et X = xiapporte une quantité d'information égale à la somme des informations de 
es 2 évènements
h(xi) et h(yj).La seule expression de la quantité d'information h(xi) asso
iée à la réalisation de l'évènement

X = xi satisfaisant les propriétés énumérées 
i-dessus est la suivante :
h(xi) = log2

1

P (X = xi)
= − log2 P (X = xi) = − log2 pi (2.9)On peut noter qu'ave
 
ette dé�nition, un évènement très probable transportera moins d'in-formation qu'un évènement peu probable. Lorsque la base 2 est utilisée 1, l'unité de h(xi) estle Shannon (Sh). Lorsque le logarithme népérien est utilisé, l'unité est le Nat (natural unit enanglais).Exemple 1 : soit une sour
e dis
rète produisant des bits (0 ou 1) ave
 la probabilité 1

2 . Laquantité d'information asso
iée à la réalisation de l'événement X = 0 ou X = 1 est égale à :
h(0) = h(1) = − log2

1

2
= 1 Sh (2.10)Si 
ette sour
e génère une séquen
e de n bits indépendants, il y a 2n séquen
es di�érentes. Cha-
une de 
es séquen
es se produit ave
 la probabilité 1

2n . L'information apportée par la réalisationd'une séquen
e parti
ulière est égale à :
h(séquen
e de n bits) = − log2

1

2n
= n Sh (2.11)Considérons maintenant la réalisation de 2 évènements X = xi et Y = xj . La quantité d'infor-mation asso
iée est :

h(xi, yj) = log2
1

P (X = xi, Y = yj)
= − log2 P (X = xi, Y = yj) (2.12)où P (X = xi, Y = yj) est la probabilité 
onjointe des deux évènements.La quantité d'information asso
iée à la réalisation de l'événément X = xi 
onditionnellementà l'évènement Y = yj est la suivante :

h(xi|yj) = log2
1

P (X = xi|Y = yj)
= − log2 P (X = xi|Y = yj) (2.13)A partir de la relation (2.6), on en déduit :

h(xi, yj) = h(xi|yj) + h(yj) = h(yj|xi) + h(xi) (2.14)ou en
ore :
h(xi, yj) = h(xi|yj) + h(yj) = h(yj|xi) + h(xi) (2.15)Exemple 2 : on tire une 
arte au hasard dans un jeu de 32 
artes ( 4 
ouleurs : 
÷ur, pique,
arreau et trè�e - 8 valeurs : 7,8, 9, 10 valet dame roi as). Soit x l'événement "la 
arte tirée est unas de trè�e" et y l'événement "la 
arte tirée est un trè�e". Cal
ulons h(x), h(y) et h(x|y).Comme
P (X = x) =

1

32
et P (Y = y) =

1

4
(2.16)Nous obtenons :

h(x) = − log2
1

32
= 5 Sh et h(y) = − log2

1

4
= 2 Sh (2.17)1. log2 x = lnxln2
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P (X = x|Y = y) =

P (X = x, Y = y)

P (Y = y)
=

1/32

1/4
=

1

8
(2.18)

h(x|y) = − log2 P (X = x|Y = y) = − log2
1

8
= 3 Sh (2.19)2.3.1 Information mutuelleOn dé�nit l'information mutuelle 
omme la quantité d'information que la réalisation de l'évé-nement Y = yj apporte sur l'événement X = xi. Plus exa
tement, 
'est la di�éren
e entre laquantité d'information asso
iée à la réalisation de l'événement X = xi et la quantité d'informa-tion asso
iée à la réalisation de l'événement X = xi 
onditionnellement à l'événement Y = yj .Cette quantité d'information s'obtient 
omme suit :

i(xi, yj) = h(xi)− h(xi|yj)

= log2
P (X = xi|Y = yj)

P (X = xi)
(2.20)Si les deux événements sont indépendants, alors P (X = xi|Y = yj) = P (X = xi) et don


i(xi, yj) = 0. A l'opposé, si l'événement X = xi est équivalent à l'événement Y = yj , alors
P (X = xi|Y = yj) = 1 et i(xi, yj) = h(xi).Comme on a la relation

P (X = xi|Y = yj)

P (X = xi)
=

P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)P (Y = yj)
=
P (Y = yj |X = xi)

P (Y = yj)L'information que la réalisation de l'évènement Y = yj apporte sur l'évènement X = xi estidentique à l'information que la réalisation de l'évènement X = xi apporte sur l'évènement Y = yj .
i(xi, yj) = i(yj, xi) (2.21)On a également les relations suivantes :

i(xi, yj) = h(xi)− h(xi|yj)
= h(xi) + h(yj)− h(xi, yj)

= h(yj)− h(yj|xi)Contrairement à h(xi), l'information mutuelle i(xi, yj) peut être négative.Suite de l'Exemple 2 : Cal
ulons i(x, y)
i(x, y) = h(x)− h(x|y)

= 5 Sh− 3 Sh = 2 Sh (2.22)La quantité d'information que la réalisation de l'événement "la 
arte tirée est un trè�e" apportesur l'événement "la 
arte tirée est un as de trè�e" est égale à 2 Sh.L'information mutuelle est importante pour les 
ommuni
ations en parti
ulier lorsque l'onidenti�e X à l'entrée d'un 
anal de transmission et Y au signal 
orrespondant à la sortie du 
analde transmission.



2.4. ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE MOYENNE 72.4 Entropie et information mutuelle moyenneAprès s'être intéressé aux évènements individuels, nous allons maintenant déterminer l'en-tropie d'une sour
e dé
rite par la variable aléatoire X ayant pour espa
e de réalisation AX =
{x1, x2, . . . , xn} ave
 les probabilités respe
tives PX = {p1, p2, . . . , pn}. n est la taille de l'alpha-bet. La quantité d'information moyenne ou entropie de la sour
e est la moyenne des informationsrelatives à 
haque réalisation de l'évènement X = xi :

H(X) =
n
∑

i=1

pih(xi)

=

n
∑

i=1

pi log2
1

pi

= −
n
∑

i=1

pi log2 pi en Sh/symbole (2.23)
H(X) mesure l'in
ertitude sur X .Propriétés :

H(X) ≥ 0 ave
 égalité si pi = 1 pour une valeur de i (2.24)
H(X) ≤ log2 n (2.25)

H(X) = HMAX(X) = log2 n si pi =
1

n
∀i (2.26)L'entropie est don
 maximale lorsque toutes les probabilités pi sont égales.Exemple : soit une sour
e à 2 états x0 et x1 ave
 p0 = p et p1 = 1− pL'entropie de 
ette sour
e est la suivante :

H(X) ≡ H(p, 1− p) = −p log2 p− (1 − p) log2(1− p) (2.27)
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Figure 2.1 � Entropie d'une sour
e binaireAinsi, l'entropie de la sour
e binaire est maximale (1 Sh/bit) lorsque p = 0.5



8 CHAPITRE 2. INTRODUCTION À LA THÉORIE DE L'INFORMATIONConsidérons deux variables aléatoires X et Y ayant respe
tivement pour espa
e de réalisations
AX = {x1, x2, . . . , xn} et AY = {y1, y2, . . . , ym}. L'entropie 
onjointe H(X,Y ) est dé�nie 
ommesuit :

H(X,Y ) =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj)h(xi, yj)

= −
n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj) log2 P (X = xi, Y = yj) (2.28)Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, l'entropie 
onjointe est égale à la somme desentropies H(X) et H(Y ).On peut aussi déterminer l'entropie 
onditionnelle H(X/Y ) qui détermine l'information sur Xsa
hant l'observation Y à partir de h(xi|yj) :
H(X |Y ) =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj)h(xi|yj)

= −
n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj) log2 P (X = xi|Y = yj) (2.29)Les relations (2.6) ou (2.15) permettent d'exprimer l'entropie 
onjointe en fon
tion de l'entropieet l'entropie 
onditionnelle :
H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(Y ) +H(X |Y ) (2.30)L'in
ertitude sur X et Y est égale à l'in
ertitude sur X plus l'in
ertitude sur Y sa
hant X .L'information mutuelle asso
iée à la réalisation d'un événement peut également être étendueaux variables aléatoires X et Y .

I(X,Y ) =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj)i(xi, yj)

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj) log2
P (X = xi|Y = yj)

P (X = xi)

=

n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (X = xi, Y = yj) log2
P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)P (Y = yj)
(2.31)Ainsi, on a les relations suivantes :

I(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = H(X)−H(X |Y ) = H(Y )−H(Y |X) (2.32)L'information mutuelle I(X,Y )mesure la quantité moyenne d'information surX ( ou rédu
tiond'in
ertitude moyenne ) qui résulte de la 
onnaissan
e de Y .La �gure 2.2 montre graphiquement les relations entre les di�érentes entropies et l'informationmutuelle.Alors que i(xi, yj) peut être négatif, on a I(X,Y ) ≥ 0.
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PSfrag repla
ements H(X)
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I(X,Y )Figure 2.2 � Relations entre entropie et information mutuelle.



Chapitre 3Codage de sour
e3.1 Entropie et Redondan
e d'une sour
eDans le paragraphe pré
édent, nous avons introduit H(X), la quantité d'information moyenneou entropie asso
iée à la variable aléatoire dis
rète X .Soit une sour
e dis
rète et stationnaire dont les symboles de sortie sont des symboles Q-aire (lataille de l'alphabet est égale à Q). La sortie de 
ette sour
e est dé
rite par la variable aléatoire X .Ainsi l'entropie H(X) est la quantité d'information par symbole moyenne sortant de 
ette sour
e.Une sour
e dis
rète est dite sour
e sans mémoire si les symboles en sortie de 
ette sour
e sontdé
orrélés. Dans le 
as 
ontraire, on dira que 
ette sour
e est ave
 mémoire.Si la sour
e est sans mémoire, H(X) s'obtient 
omme nous l'avons déjà vu par :
H(X) = −

Q
∑

i=1

pi log2 pi en Sh/symbole (3.1)L'entropie H(X) est maximale si les symboles sont équiprobables. Pour des symboles Q-aire,l'entropie maximale est égale à HMAX = log2QSi la sour
e est à mémoire, alors son entropie par symbole H(X) s'obtient 
omme suit :
H(X) = lim

J→∞

1

J
HJ (X) (3.2)où HJ (X) est l'entropie par groupe de J symboles.La redondan
e d'une sour
e 
ara
térise la di�éren
e qu'il existe entre la quantité d'informationque transporte 
ette sour
e et la quantité d'information que 
ette sour
e transporterait si tous sessymboles étaient équiprobables et indépendants. On a :

Rred = 1− H(X)

HMAX(X)
(3.3)

Rred est 
ompris entre 0 (les symboles de la sour
e sont indépendants et équiprobables) et 1(l'entropie de la sour
e est nulle).3.2 Codage de sour
eD'un point de vue général, l'opération de 
odage de sour
e 
onsiste à asso
ier à 
haquemessageissu de la sour
e un mot 
omposé d'un ou plusieurs symboles q-aire en 
her
hant à réduire aumaximum le nombre moyen de 
es symboles.Un message signi�era selon le 
ontexte, soit un symbole Q-aire issu de la sour
e, soit unensemble de J symboles Q-aire. 10
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SOURCE
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SOURCE
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Figure 3.1 � Codage de sour
e.Nous nous restreindrons au 
as où les symboles de sortie du 
odeur de sour
e sont des bits(q = 2). Cependant la généralisation aux autres alphabets ne présente pas de di�
ulté.Le 
odage de sour
e doit satisfaire les deux 
ritères suivants :� dé
odage unique : 
haque message devra être 
odé par un mot di�érent� dé
hi�rabilité : 
haque mot devra pouvoir être disso
ié sans ambiguité. Ce 
ritère s'obtientpar :- 
odage par mot de longueur �xe- 
odage ave
 un symbole de séparation distinguable (
as du système morse par exemple)- 
odage par mot de longueur variableNous nous intéresserons uniquement au 
odage par mot de longueur variable qui est la te
hniquede 
odage la plus e�
a
e lorsque les di�érents symboles de la sour
e n'ont pas la même probabilitéd'apparition.Un 
ode est dit instantané si au
un mot 
ode n'est le début d'un autre. Cette propriété esttrès importante en pratique pour fa
iliter le dé
odage.3.3 Codage par mot de longueur variableexemple 1 : soit une sour
e dis
rète délivrant les 4 messages a1, a2, a3 et a4 ave
 les proba-bilités respe
tives P (a1) = 1
2 , P (a2) = 1

4 et P (a3) = P (a4) =
1
8 .Un mot est asso
ié à 
haque message 
omme dé
rit dans la table 9.1.Table 3.1 � 
ode à longueur variable de l'exemple 1message mot

a1 1
a2 00
a3 01
a4 10On peut véri�er que 
e 
odage de sour
e n'est pas dé
odable instantanément (le mot asso
ié à

a1 est le début du mot asso
ié à a4). Par exemple, il n'est pas possible de dé
oder instantanémentle message a1, a2, a1, . . . en
odé par la suite 1001 ; il n'est pas possible de savoir si le message émisétait a1, a2, a1 ou a4, a3.exemple 2 :Un mot est asso
ié à 
haque message 
omme dé
rit dans la table 3.2.Ce 
odage de sour
e est instantané.Sur la �gure 3.2, nous présentons l'arbre asso
ié à 
e 
odage de sour
e.3.4 Inégalité de Kraftthéorème : un 
ode instantané 
omposé deM mots binaires de longueur respe
tive {n1, n2, . . . , nM}ave
 n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nM doit satisfaire l'inégalité suivante :



12 CHAPITRE 3. CODAGE DE SOURCETable 3.2 � 
ode à longueur variable de l'exemple 2message mot
a1 0
a2 10
a3 110
a4 111PSfrag repla
ements

000

111

a1 a2 a3

a4Figure 3.2 � arbre asso
ié au 
ode de l'exemple 2
M
∑

i=1

2−ni ≤ 1 (3.4)démonstrationUn 
ode instantané peut être représenté graphiquement à partir d'un arbre binaire 
omplet deprofondeur nM . Chaque feuille de l'arbre �nal est asso
iée à un des messages de la sour
e. Le motde 
ode est la séquen
e de labels du 
hemin allant de la ra
ine de l'arbre à la feuille.
PSfrag repla
ements C1

C2

C3C4

1

1

1

0

0

0

Figure 3.3 � inégalité de KraftUn arbre 
omplet 
ontient 2nM feuilles. Choisissons un n÷ud de degré n1 
omme feuille asso
iéeau premier mot C1 ; 
e 
hoix élimine 2nM−n1 feuilles. Parmi les n÷uds restants, on 
hoisit unn÷ud de degré n2 
omme feuille asso
iée au se
ond mot C2. Ce 
hoix élimine 2nM−n2 feuilles. On
ontinue 
ette pro
édure jusqu'au dernier mot. La 
ondition pour obtenir un 
odage instantanédevient don
 :
M
∑

i=1

2nM−ni ≤ 2nMen divisant les deux termes par 2nM , on obtient bien l'inégalité de Kraft.



3.5. THÉORÈME FONDAMENTAL DU CODAGE DE SOURCE 133.5 Théorème fondamental du 
odage de sour
eConsidérons tout d'abord une sour
e sans mémoire d'entropie par symbole H(X). Nous allonsdémontrer que pour 
ette sour
e il est possible de 
onstruire un 
ode instantané dont la longueurmoyenne des mots Rmoy satisfait l'inégalité suivante :
H(X) ≤ Rmoy < H(X) + 1 (3.5)ave


Rmoy =

M
∑

i=1

pini (3.6)démonstrationOn 
hoisit ni longueur du mot asso
ié au i-ième message 
omme suit ;
ni = ⌈h(xi)⌉ = ⌈− log2 pi⌉ (3.7)

⌈x⌉ signi�e entier supérieur ou égal à x.Véri�ons qu'un tel 
ode est instantané 
'est-à-dire qu'il satisfait l'inégalité de Kraft :
M
∑

i=1

2−ni =

M
∑

i=1

2−⌈− log2 pi⌉ ≤
M
∑

i=1

2log2 pi =

M
∑

i=1

pi = 1 (3.8)
ar ⌈− log2 pi⌉ ≥ − log2 piAinsi on a don
 :
Rmoy =

M
∑

i=1

pini =

M
∑

i=1

pi⌈− log2 pi⌉ <
M
∑

i=1

pi(− log2 pi + 1) = H(X) + 1 (3.9)Le théorème fondamental du 
odage de sour
e s'exprime ainsi :Théorème : pour toute sour
e stationnaire d'entropie par symbole H(X), il existe un pro
édéde 
odage de sour
e binaire dont la longueur moyenne Rmoy des mots est aussi voisine que l'onveut de H(X).
H(X) ≤ Rmoy < H(X) + ǫ (3.10)Considérons une sour
e sans mémoire d'entropie par symbole H(X). En groupant les symbolesde 
ette sour
e par paquet de J symboles, on obtient une nouvelle sour
e. Il est en
ore possibled'en
oder 
ette sour
e ave
 un 
ode instantané. La longueur moyenne des mots de 
e 
ode RJmoysatisfait l'inégalité suivante :

JH(X) ≤ RJmoy < JH(X) + 1 (3.11)En divisant les di�érents termes par J on obtient :
H(X) ≤ Rmoy < H(X) +

1

J
(3.12)ave
 Rmoy nombre de bits moyens relatifs à un symbole de la sour
e Rmoy =

RJmoy

J Enaugmentant J , Rmoy peut s'appro
her asymptotiquement de H(X) :
H(X) ≤ Rmoy < H(X) + ǫ (3.13)Ce résultat se généralise immédiatement au 
as des sour
es ave
 mémoire.



14 CHAPITRE 3. CODAGE DE SOURCE3.6 Débit d'entropieSoit une sour
e dis
rète et stationnaire X d'entropie H(X) Sh/symbole délivrant DS symbolespar se
onde. On dé�nit le débit d'entropie ou débit informationnel moyen DI 
omme suit :
DI = H(X)DS en Shannon/se
onde (3.14)Le débit binaire en sortie du 
odeur D′

B est le produit du débit symbole DS par le nombre debits moyens par symbole Rmoy :
D′

B = DS .Rmoy en bit/se
onde (3.15)En sortie du 
odeur de sour
e binaire, on dé�nit H ′(X) l'entropie par bit ave

H ′(X) =

H(X)

Rmoy
en Shannon/bit (3.16)Le débit d'entropie D′

I en sortie du 
odeur s'obtient alors 
omme pré
édemment :
D′

I = H ′(X).D′
B = DI en Shannon/se
onde (3.17)Comme nous pouvions nous y attendre, le débit d'entropie n'est pas modi�é par l'opération de
odage de sour
e. D'après le théorème du 
odage de sour
e, on a :
Rmoy ≥ H(X) (3.18)En multipliant les 2 termes par DS, on obtient :

D′
B ≥ DS .H(X) = DI (3.19)Ainsi, DI le débit d'entropie de la sour
e est la limite inférieure du débit binaire obtenu après
odage de sour
e. En 
as d'égalité, on retrouve bien qu'un élément binaire est porteur d'unequantité d'information égale à 1 Shannon. Si la redondan
e de la séquen
e en sortie du 
odeur desour
e n'est pas nulle, alors un élément binaire sera porteur d'une quantité d'information inférieureà 1 Shannon.

SOURCE CODAGE DE
SOURCE

�������� �	
��� �������� ��

���

�������� ������� ����� ��� =

�������� !" �������� � � ����!"!" =

sh/s).( #$ DXHD = %&'%()*+(( ,�, --./- ==Figure 3.4 � Débit d'entropie.3.7 Algorithme d'Hu�manHu�man en 1952 [17℄ a proposé un algorithme de 
odage à longueur variable d'une sour
e à
L messages. Cet algorithme permet d'obtenir le nombre moyen de bits par mot minimum tout engarantissant un 
ode uniquement dé
odable et instantané.On 
ommen
e par 
lasser la liste des messages de haut en bas par ordre de probabilité dé
rois-sante (
haque message 
orrespond à un n÷ud).



3.7. ALGORITHME D'HUFFMAN 15� 1. Choix des deux messages de probabilités moindres.� 2. Ces deux probabilités sont reliées ave
 la bran
he supérieure labelisée à 0 et la bran
heinférieure labelisée à 1.� 3. La somme de 
es deux probabilités est alors asso
iée au nouveau n÷ud.� 4. Suppression des deux messages pré
édemment 
hoisis puis retour à la phase 1.On répète 
ette pro
édure jusqu'à 
e qu'il ne reste plus au
un message. L'arbre ainsi obtenu dé
ritgraphiquement l'ensemble du 
ode. Les mots sont lus en par
ourant 
haque 
hemin de la droitevers la gau
he.exemple 3 : soit une sour
e dis
rète à 8 messages a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8 ave
 les probabi-lités d'apparition respe
tives {0.16; 0.15; 0.01; 0.05; 0.26; 0.11; 0.14; 0.12} d'entropie H(X)=2.7358.Le 
odage de Hu�man de 
ette sour
e est donné sur la �gure 3.5.

0.06

0

0

0.01

0.05

0.12

0.14 0.26

0.11
0.17

0.15

0.16 0.31

0.43

0.26
0.57

0

0

0

1

1

1

1

1

0

1

1

0

Figure 3.5 � exemple de 
odage de Hu�manLa table de 
odage est présentée dans la table 3.3. Le nombre de bit moyen par mot est égalà 2.8. Table 3.3 � table de 
odagemessage mot ni

a5 00 2
a1 010 3
a2 011 3
a7 100 3
a8 101 3
a6 110 3
a4 1110 4
a3 1111 4Pour les sour
es sans mémoire l'algorithme de Hu�man fournit un 
odage de sour
e optimal.Cependant, lorsque les symboles su

essifs sont 
orrélés, la 
omplexité du 
odage de sour
e utilisantl'algorithme de Hu�man devient très grande (le nombre de 
ode est égal à QJ si les messages sont
omposés de J symboles Q-aire).



16 CHAPITRE 3. CODAGE DE SOURCE3.8 Etude de l'entropie d'un texte é
ritDans 
ette étude, nous réduirons la taille de l'alphabet aux 26 lettres de l'alphabet plus lavirgule, le point, le guillemet et espa
e soit une taille de l'alphabet égale à 30. Les probabilitésd'apparition des 
ara
tères dans un texte littéraire français sont donnés dans la table 3.4.Table 3.4 � probabilité d'apparition des 
ara
tères
ai pi ai pia 0.0734 p 0.0171b 0.0094 q 0.0059
 0.0248 r 0.0510d 0.0325 s 0.0703e 0.1263 t 0.0533f 0.0097 u 0.0043g 0.0091 v 0.0120h 0.0080 w 0i 0.0617 x 0.0043j 0.0035 y 0.0018k 0.0005 z 0.0005l 0.0513 0.1717m 0.0205 ' 0.0096n 0.0504 , 0.0180o 0.0387 . 0.0086Si la probabilité d'apparition de 
ha
un des 
ara
tères était égale, l'entropie par 
ara
tère seraitégale à log2 30 = 4, 9 Shannon/
ara
tère.L'appli
ation de (3.1) donne une entropie égale à 4.09 Shannon/
ara
tère. Ce 
al
ul ne tient pas
ompte de la 
orrélation entre les 
ara
tères su

essifs. Pour montrer un aperçu de la dépendan
eentre les 
ara
tères su

essifs, sur un texte littéraire en langue française, nous avons groupé les
ara
tères par doublet et représenté sur la �gure 3.8 la probabilité d'apparition de 
ha
un de
es doublets. Les 
ara
tères asso
iés aux 
olonnes et aux lignes 
orrespondent respe
tivement aupremier et au dernier 
ara
tère des doublets. Par exemple, on peut voir que le doublet {qu} a uneforte probabilité d'apparition alors que tous les autres doublets 
ommençant par la lettre q ontune probabilité d'apparition nulle.En groupant les 
ara
tères 2 par 2, on obtient une entropie par 
ara
tère de 3,6 Shannon/
ara
tèresoit sensiblement inférieure à l'entropie par 
ara
tère pré
édente.Di�érentes études on montré que pour un texte littéraire, l'entropie est en
ore bien plus faible :de l'ordre de 1 Shannon/
ara
tère.Pour mettre en
ore en éviden
e la redondan
e de la langue française prenons l'exemple suivant[22℄ [9℄ : l'obje
tif est pour le 
andidat de déterminer lettre après lettre une phrase qu'il ignore.Après avoir déterminé 
orre
tement une lettre, on note le nombre de tentatives qui ont été né
es-saire pour déterminer 
elle-
i. Le 
andidat passe ensuite à la lettre suivante. Voi
i deux résultatsobtenus ave
 la phrase suivante :L E S V A C A N C E S S O N T T E R M I N E E S
andidat 1 : 1 1 2 1 18 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1 1 1 1 1 1
andidat 2 : 1 1 1 1 13 4 4 5 1 1 1 1 1 4 1 1 1 1 9 1 1 1 1 1 1 1 1Il est à noter que dans beau
oup de 
as, les 
andidats déterminent la lettre suivante dès lapremière tentative. Ex
epté au début des mots et des syllabes, les autres lettres sont déterminéestrès aisément. On peut imaginer un 
odage de sour
e très e�
a
e utilisant 
es propriétés : si au
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l
m
n
o

y
zFigure 3.6 � probabilité d'apparition des 
ara
tèreslieu de 
oder su

essivement les symboles, on 
ode le nombre de tentatives, on voit bien qu'ilsera possible de réduire fortement le nombre de bits né
essaire pour transmettre 
ette phrase.Ce
i implique qu'au dé
odage nous e�e
tuerons la pro
édure inverse en utilisant des tables dedé
odage très 
omplexes. Ce système bien que peu réaliste, nous permet d'illustrer les prin
ipesutilisés par le 
odage arithmétique (
odage non traité dans 
e do
ument bien que très performant[22℄ [9℄ [1℄ [29℄) et par l'algorithme de Lempel-Ziv [35℄. C'est 
e dernier que nous allons maintenantprésenter.3.9 Algorithme de Lempel-Ziv (LZ78)Cet algorithme, proposé en 1978 est indépendant des propriétés statistiques de la sour
e. Leprin
ipe de l'algorithme LZ78 
onsiste à dé
ouper la séquen
e de sortie de la sour
e en petitessuites de longueurs variables.exemple : 
onsidérons le début de séquen
e binaire issue d'une sour
e :00100000110001001000001011000100000100001100010101000010000011000001 01100000011On 
ommen
e par déterminer la suite la plus 
ourte que nous n'avons pas en
ore ren
ontréeen 
ommen
ant par la gau
he0,01000001100010010000010110001000001000011La se
onde suite di�érente de 0 est 010,01,000001100010010000010110001000001000011La troisième suite est 000,01,00,0001100010010000010110001000001000011Finalement, 
ette séquen
e est dé
omposée en suite 
omme suit :0, 01, 00, 000, 1, 10, 001, 0010, 0000, 101, 100, 010, 00001, 000011L'en
odage se fait au �l de l'eau. Les suites sont dé
rites à partir des suites pré
édemmentren
ontréesNous obtenons la table suivante :



18 CHAPITRE 3. CODAGE DE SOURCE1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 140 01 00 000 1 10 001 0010 0000 101 100 010 00001 00001100 11 10 30 01 50 31 70 40 61 60 20 91 131Table 3.5 � table de 
orrespondan
eLa première ligne de la table 
orrespond à l'index des suites, la se
onde aux suites et la troisièmeà l'en
odage de 
es suites. Par exemple, la suite 0010 est en
odée par 70 
ar elle est 
onstruiteà partir de la séquen
e 001 (index 7) à laquelle on ajoute 0. L'ensemble vide est en
odé par 0.Finalement la séquen
e en
odée en binaire devient :0 0 , 1 1 , 01 0 , 11 0 , 000 1 , 101 0 , 011 1 , 111 0 , 0100 0 , 0110 1 , 0110 0 , 0010 0 , 1001 1, 1101 1A�n de permettre le dé
odage, le nombre de bits utilisés pour en
oder l'index est toujours
roisant : 2 suites dont l'index est de longueur 1, puis 2 suites dont l'index est de longueur 2, puis
22 suites de longueur 3, 23 suites de longueur 4, ...Le dé
odeur utilisera don
 le même algorithme pour re
onstruire la séquen
e initiale. Le prin-
ipal in
onvénient de 
et algorithme est que la taille du di
tionnaire augmente sans limite. Unedes solutions envisagées 
onsiste à �xer une taille maximale.3.10 Algorithme de Lempel-Ziv-Wel
h (LZW)Proposé en 1984 par Terry Wel
h, 
et algorithme utilise une liste de suites sto
kées dans undi
tionnaire.Comme pré
édemment, la séquen
e de sortie de la sour
e en petites suites de longueurs va-riables. Les suites qui sont sto
kées dans un di
tionnaire initialement vide sont appelées les suitesprototypes. Une suite nouvelle est ajoutée dans le di
tionnaire 
haque fois qu'elle est di�érentedes suites prototypes déjà sto
kées. De plus, 
ette suite à laquelle on ajoute un bit 0 ou 1 ne doitpas être déjà présente dans le di
tionnaire.exemple : 
onsidérons le début de séquen
e binaire issue d'une sour
e :0010000011000100100000101100010000010000110001010100001000001100000101100000011Cette séquen
e est dé
omposée en suite 
omme suit :0, 01, 00, 000, 1, 10, 001, 0010, 0000, 101, 100, 010, 00001, 000011, 0001, 0101, 000010,0000110, 0000101, 1000, 00011Les suites prototypes en gras 
orrespondent aux 16 suites prototypes sto
kées dans le di
-tionnaire. A titre d'exemple la suite 00001 a été retirée du di
tionnaire 
ar les suites 000010 et000011 sont présentes dans 
elui-
i. La table 3.6 donne la liste des 16 suites prototypes dans 
etexemple. Chaque suite prototype est i
i 
odée ave
 un mot de 4 bits.L'arbre des suites prototypes sto
kées est présenté sur la �gure 3.7.Finalement, la séquen
e binaire issue d'une sour
e est dé
omposée en utilisant les suites pro-totypes sto
kées dans le di
tionnaire :0010, 0000110, 0010, 010, 0000101, 1000, 1000, 0010, 00011, 0001, 0101, 000010, 0000110,0000101, 1000, 00011La sortie du 
odeur de sour
e est la suivante :



3.10. ALGORITHME DE LEMPEL-ZIV-WELCH (LZW) 19Table 3.6 � liste des suites prototypesposition suite prototype mot de 
ode1 1 00002 01 00013 001 00104 010 00115 100 01006 101 01017 0000 01108 0001 01119 0010 100010 0101 100111 1000 101012 00011 101113 000010 110014 000011 110115 0000101 111016 0000110 11111000 1111 1000 0011 1110 1010 1010 1000 1011 0111 1001 1101 1111 1110 1010 1011Le dé
odeur de sour
e utilisant le même algorithme pourra re
onstruire le di
tionnaire utiliséau 
odage et don
 re
onstituer instantanément la séquen
e émise par la sour
e.Il est à noter que le 
odage Lempel-Ziv en
ode les 79 bits de la séquen
e de la sour
e en 16mots de 4 bits soit 64 bits au total. Malgré la 
ourte longueur de la séquen
e, l'algorithme apportedéjà une sensible rédu
tion du nombre de bits. En pratique, le 
ontenu du di
tionnaire est adaptédynamiquement en fon
tion de l'évolution des 
ara
téristiques de la sour
e.L'algorithme Lempel-Ziv et ses variantes sont utilisés pour la 
ompression des �
hiers infor-matiques. Il permet de s'appro
her asymptotiquement de H(X).
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Figure 3.7 � arbre représentant les suites prototypes



Chapitre 4Codage pour les sour
es analogiques4.1 É
hantillonnage et Quanti�
ation4.1.1 Rappel sur le théorème de l'é
hantillonnageSoit le signal x(t) à bande limitée B issu d'une sour
e analogique. En utilisant le théorème del'é
hantillonnage, on montre que 
e signal peut être représenté 
omme suit :
x(t) =

+∞
∑

k=∞
x(kT )sin
( π

T
(t− kT )

) (4.1)ave
 sin
(x) = sin(x)
x et T = 1

2B .

−3 −2 −1 0 1 2 3
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

t/T

x(t)

Figure 4.1 � E
hantillonnage et re
onstru
tion21



22 CHAPITRE 4. CODAGE POUR LES SOURCES ANALOGIQUESLa suite x(kT ) représente les é
hantillons du signal x(t) aux instants kT = k
2B . Cette suite estdon
 obtenue par é
hantillonnage de x(t) à la fréquen
e de 2B é
hantillons par se
onde.Ainsi, la sortie de la sour
e analogique peut être 
onvertie en un signal à temps dis
ret équi-valent sans perte d'information. Pour vraiment disposer d'un signal numérique, il reste à quanti�erl'amplitude des é
hantillons sur un nombre de niveaux �nis.4.1.2 Quanti�
ationLa quanti�
ation 
onsiste à quanti�er l'amplitude possible des é
hantillons sur L valeurs.Lorsque les L valeurs sont régulièrement espa
ées, on dit que la quanti�
ation est uniforme. La va-leur x̂ 
hoisie est la plus pro
he au sens de la distan
e eu
lidienne de l'amplitude x de l'é
hantillon.Si L est une puissan
e de 2, (L = 2R) alors 
haque é
hantillon quanti�é x̃ pourra être représentépar un mot binaire de R bits (opération de 
odage).

R = log2 L bits/é
hantillon (4.2)dé�nition : soit un ensemble d'intervalles ou 
ellules S = [s1, s2, . . . , sL] et un ensemble devaleurs ou points Y = [y1, y2, . . . , yL]. L'opération de quanti�
ation est dé�nie mathématiquementpar la relation suivante :
x̃ = yi pour x ∈ Si (4.3)Chaque intervalle ou 
ellule Si est bornée par deux seuils notés ai−1 et ai. Ainsi, la largeurde Si est égale à ai − ai−1 La quanti�
ation est dite uniforme si tous les intervalles ont la mêmelargeur notée ∆.Un exemple de quanti�
ation uniforme est donné sur la �gure 4.2 pour L = 8.

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7
a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

x

∆

y8Figure 4.2 � Quanti�
ation uniforme L = 8La relation entre l'amplitude de l'é
hantillon x et l'amplitude de l'é
hantillon après quanti�-
ation uniforme x̃ est présentée sur la �gure 4.3 pour L = 8.Un 
onvertisseur analogique numérique (CAN) 
lassique réalise à la fois l'opération de quan-ti�
ation uniforme et de 
odage binaire. Pour un CAN R = 8 bits/é
hantillon, on a L = 256.Un exemple de quanti�
ation non uniforme est donné sur les �gures 4.4 et 4.5 pour L = 8.La quanti�
ation uniforme 
omme la quanti�
ation non uniforme sont des quanti�
ations s
a-laires : on asso
ie à 
haque é
hantillon un mot binaire. Il est possible de grouper plusieurs é
han-tillons ensemble avant de réaliser l'opération de quanti�
ation de 
e groupe d'é
hantillons : onparle alors de quanti�
ation ve
torielle.La qualité d'un quanti�
ateur peut être mesurée par la di�éren
e entre le signal quanti�é et lesignal d'origine.La mesure la plus utilisée est l'erreur quadratique :
eq(x, x̃) = (x− x̃)2 (4.4)dé�nition : à partir de l'erreur quadratique, on peut dé�nir l'erreur quadratique moyenne(EQM) ou distorsion moyenne D
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Figure 4.3 � Quanti�
ation uniforme L = 8

y1
y2 y3

y4 y5 y6 y7
a1

a2 a3 a4
a5 a6 a7

xy8Figure 4.4 � Quanti�
ation non uniforme L = 8

D = E(eq(x, x̃))

=

∫ +∞

−∞
eq(x, x̃)f(x)dx

=
∑

i

∫

Si

eq(x, yi)f(x)dx (4.5)où f(x) est la densité de probabilité de x.Ainsi, lorsque la densité de probabilité f(x) est 
onnue, l'obje
tif de la quanti�
ation est de
oder les é
hantillons de la sour
e ave
 le minimum de bits tout en garantissant la plus petitedistorsion moyenne D.Dé�nition :on dé�nit pour une sour
e sans mémoire la fon
tion taux-distorsion R(D) (rate distortionfun
tion en anglais) 
omme suit :
R(D) = min

p(y|x)
{I(X,Y )|E((X − Y )2) ≤ D} (4.6)Théorème du 
odage de sour
e ave
 pertes :
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Figure 4.5 � Quanti�
ation non uniforme L = 8le nombre de bits minimum R permettant de représenter une suite d'é
hantillons ave
 unedistorsion moyenne donnée D doit être supérieur ou égal à R(D)

R ≥ R(D) en bits (4.7)On peut montrer que l'inégalité suivante est toujours vraie :
R(D) ≤ 1

2
log2

σ2
x

D
0 ≤ D ≤ σ2

x (4.8)où σ2
x est la varian
e de la sour
e.En introduisant la fon
tion D(R) (distortion rate fun
tion en anglais), l'expression (4.8) peutaussi s'é
rire :

D(R) ≤ σ2
x2

−2R (4.9)Les deux inégalités 
i-dessus se transforment en égalités pour une distribution gaussienne. Ilfaut noter qu'il s'agit d'une limite théorique qu'une simple quanti�
ation uniforme ne permet pasd'atteindre.Sur la �gure 4.6, nous présentons les valeurs optimales yi ave
 une quanti�
ation uniforme (*)et non uniforme (o) pour L = 8 dans le 
as d'une sour
e gaussienne.Dans 
e 
as simple ( R = 3 bits/e
hantillon et σx = 1), les distorsions moyennes des quanti�-
ations uniforme et non uniforme sont respe
tivement égales à -14,27 dB et -14,62 dB. La limitethéorique est 10 log10 2
−6 = −18.06 dB . Comme les probabilités de 
haque intervalle ne sontpas identiques, on peut appliquer un 
odage de Hu�man après l'opération de quanti�
ation pourréduire en
ore le débit binaire. Ce 
odage entropique permet de gagner i
i environ 2 dB. Pouratteindre la limite théorique, il faudra utiliser une quanti�
ation ve
torielle bien plus di�
ile àmettre en oeuvre qu'une simple quanti�
ation s
alaire !L'opération de quanti�
ation introduit une erreur de quanti�
ation q entre l'amplitude x etl'amplitude quanti�ée x̃ . On a la relation suivante :

x̃ = x+ q (4.10)
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Figure 4.6 � Quanti�
ation uniforme et non uniforme L = 8 pour une sour
e gaussienne devarian
e σx = 1Pour la quanti�
ation uniforme, l'erreur de quanti�
ation q est 
omprise entre −∆
2 et +∆

2 .En 
onsidérant que l'amplitude du signal est su�samment grande devant ∆, la densité deprobabilité de q est bien approximativement uniforme. Cal
ulons l'erreur quadratique moyenne
E(q2) = E((eq(x, x̃)) :

p(q) =
1

∆
− ∆

2
≤ q ≤ ∆

2
(4.11)

E(q2) =

∫ +∞

−∞
q2p(q)dq

=
1

∆

∫ ∆
2

−∆
2

q2dq =
∆2

12
(4.12)Si la quanti�
ation uniforme est réalisée sur L niveaux ave
 R = log2 L et que la dynamiquedu signal issu de la sour
e est égal à A ave
 A = ∆L = ∆2R, alors le rapport signal à bruit endé
ibel s'exprime 
omme suit :

SNR = 10 log10
σ2
x

E(q2)

= 10 log10 σ
2
x − 10 log10

∆2

12

= 10 log10 σ
2
x − 10 log10

A2

12
+ 10 log10 2

2R

= 10 log10 σ
2
x − 10 log10

A2

12
+

ln 2

ln 10
20R

= 10 log10 σ
2
x − 10 log10

A2

12
+ 6R (4.13)On peut noter qu'un bit supplémentaire améliore le rapport signal à bruit de 6 dB.



26 CHAPITRE 4. CODAGE POUR LES SOURCES ANALOGIQUESSi on suppose que le signal est une sinusoide d'amplitude 
rête à 
rête A (soit une amplitude
rête de A/2), on a :
σ2
x =

A2

8
(4.14)A partir de l'expression (4.13), on obtient :

SNR = 10 log10
3

2
+ 6R

= 1, 76 + 6R dB (4.15)
4.2 Modulation par impulsion et 
odageLa modulation PCM ( pulse 
oded modulation en anglais) aussi notée modulation par impulsionet 
odage (MIC) 
onstitue la plus simple des te
hniques de 
odage. Elle 
omprend deux fon
tionsdistin
tes : l'opération de quanti�
ation et l'opération de 
odage 1Pour un 
odeur PCM, après é
hantillonnage, les é
hantillons sont simplement quanti�és puis
odés. La �gure 4.7 présente le synoptique d'un 
odeur PCM (sans le 
odeur binaire). Cettete
hnique est bien adaptée aux sour
es sans mémoire.

Quantification 01
2

034563 Figure 4.7 � Codeur PCMOn a la relation suivante entre la sortie du 
odeur PCM et l'entrée :
x̃n = xn + qn (4.16)où qn est l'erreur de quanti�
ationDans de nombreuses appli
ations 
omme le traitement de la parole par exemple, les signaux depetites amplitudes se produisent plus fréquemment que 
eux de grandes amplitudes. Pour prendreen 
ompte 
ette distribution non uniforme, la quanti�
ation uniforme n'est pas la meilleure pos-sible. Plusieurs quanti�
ations non uniformes ont été proposées pour améliorer les performan
es.Une solution 
lassique 
onsiste à 
her
her à maintenir 
onstant le rapport signal à bruit dans ladynamique du signal. En pratique, la quanti�
ation non uniforme peut être vue 
omme la 
on
a-ténation d'une table de 
orrespondan
e ( look up table en anglais) appelée aussi 
ompresseur etd'une quan�
ation uniforme. Le 
ompresseur réalise l'opération non linéaire. Comme l'idée prin
i-pale est de diminuer les intervalles pour les petites valeurs de x, les fon
tions non linéaires 
hoisiessont des logarithmes. Pour le 
odage de la parole deux lois de 
ompression (norme ITU-T G.711)sont prin
ipalement utilisées :loi A ( système européen)

y =

{

Ax
1+lnA si |x| ≤ 1

A A = 87, 6(signe de x)1+ln(A|x|)
1+lnA si 1

A ≤ |x| ≤ 1
(4.17)1. le mot "modulation" utilisé i
i doit être pris ave
 pré
aution. En e�et historiquement les te
hniques de 
odagepour les sour
es analogiques 
omprenaient trois éléments : la quanti�
ation, le 
odage et la modulation. Cependantaujourd'hui seules les deux premières fon
tions 
omposent les te
hniques de 
odage
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tion inverse s'é
rit :
x = (signe de y){ |y|(1+ln(A))

A si 0 ≤ |y| ≤ 1
1+ln(A)

exp(|y|(1+ln(A))−1)
A si 1

1+ln(A) ≤ |y| ≤ 1
(4.18)loi µ (système améri
ain)

y = (signe de x) ln(1 + µ(x))

ln(1 + µ)
ave
 µ = 255 et |x| ≤ 1 (4.19)Pour la loi µ la fon
tion inverse s'é
rit :

x = (signe de y)( 1

µ

)[

(1 + µ)|y| − 1

] ave
 |y| ≤ 1 (4.20)Dans les deux lois, les logarithmes sont népériens.Pour un signal de parole standard, la loi A apporte une rédu
tion de 24 dB du bruit dequanti�
ation par rapport à une quanti�
ation uniforme.Sur la �gure 4.8, nous présentons les 
ara
téristiques de transfert relative à la loi A et à la loi
µ (les 
ourbes sont pratiquement superposées !)
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Figure 4.8 � Cara
téristiques de transfert d'un 
ompresseur basé sur la loi A et la loi µEn pratique, la 
ompression peut être réalisée à partir d'une quanti�
ation uniforme sur 12bits. On modélise la loi par 13 segments. La table d'en
odage est présentée 
i-dessous :4.3 Te
hniques de 
odage pour les sour
es analogiques à mé-moire4.3.1 Introdu
tionLorsque les é
hantillons à la sortie de la sour
e sont 
orrélés ( sour
e ave
 mémoire), il existe3 grandes familles de te
hniques pour exploiter 
ette propriété a�n de réduire le nombre de bitsné
essaire pour transmettre 
es é
hantillons :� les te
hniques basées sur une forme d'onde temporelle 
omme la modulation Delta, PCM,DPCM, ... souvent utilisé pour le 
odage de la parole.� les te
hniques utilisant une dé
omposition spe
trale 
omme le 
odage par sous-bande et le
odage par transformée (
osinus dis
ret ou ondelettes).� les te
hniques basées sur des modèles de sour
e 
omme le 
odage linéaire prédi
tif (LPC)utilisés pour le 
odage de la parole à très bas débit.



28 CHAPITRE 4. CODAGE POUR LES SOURCES ANALOGIQUESsegment mot d'entrée 12b mot de sortie 8b13 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N N N N 0 1 1 1 X1 X2 X3 X412 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N N N 0 1 1 0 X1 X2 X3 X411 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N N 0 1 0 1 X1 X2 X3 X410 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N 0 1 0 0 X1 X2 X3 X49 0 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N 0 0 1 1 X1 X2 X3 X48 0 0 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N 0 0 1 0 X1 X2 X3 X47 0 0 0 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 0 0 0 1 X1 X2 X3 X47 0 0 0 0 0 0 0 0 X1 X2 X3 X4 0 0 0 0 X1 X2 X3 X47 1 0 0 0 0 0 0 0 X1 X2 X3 X4 1 0 0 0 X1 X2 X3 X47 1 0 0 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 1 0 0 1 X1 X2 X3 X46 1 0 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N 1 0 1 0 X1 X2 X3 X45 1 0 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N 1 0 1 1 X1 X2 X3 X44 1 0 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N 1 1 0 0 X1 X2 X3 X43 1 0 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N N 1 1 0 1 X1 X2 X3 X42 1 0 1 X1 X2 X3 X4 N N N N N 1 1 1 0 X1 X2 X3 X41 1 1 X1 X2 X3 X4 N N N N N N 1 1 1 1 X1 X2 X3 X44.3.2 Modulation DeltaNous savons que les sour
es analogiques (son et image) possède une forte redondan
e qu'unesimple modulation PCM ne peut exploiter. Cette redondan
e est dire
tement liée à la 
orrélationentre é
hantillons : on parle aussi de sour
e à mémoire. Lorsque la sour
e est à mémoire, la variationde l'amplitude entre les é
hantillons su

essifs est relativement faible. Ainsi en quanti�ant lesdi�éren
es entre les amplitudes des é
hantillons su

essifs, il est possible de réduire le débit ensortie du 
odeur.Le prin
ipe de base de la modulation Delta 
onsiste à quanti�er la di�éren
e d'amplitude enentre l'é
hantillon 
ourant xn et l'é
hantillon quanti�é x̂n.
en = xn − x̂n (4.21)La quanti�
ation est uniquement réalisée sur deux niveaux ( ẽn = ±∆).La �gure 4.9 présente le synoptique d'un modulateur Delta.

Quantification
1 bit

Acc

78

79:

∆±=7e
~

79)(tx

Figure 4.9 � Modulateur DeltaL'a

umulateur réalise l'opération suivante :
x̂n = x̂n−1 + ẽn−1 (4.22)Si à l'instant n, on a xn > x̂n, alors ẽn = +∆ et la sortie de l'a

umulateur à l'instant n+ 1est in
rémentée de ∆ : x̂n+1 = x̂n +∆



4.3. TECHNIQUES DE CODAGE POUR LES SOURCES ANALOGIQUES À MÉMOIRE 29Si à l'instant n, on a xn ≤ x̂n, alors ẽn = −∆ et la sortie de l'a

umulateur à l'instant n+ 1est dé
rémentée de ∆ : x̂n+1 = x̂n −∆Le synoptique de l'a

umulateur est présenté sur la �gure 4.10.
Acc

nx̂ ne~

Z-1
nx̂

ne~

1ˆ +nx
+

Figure 4.10 � synoptique de l'a

umulateurLe synoptique du démodulateur Delta est présenté sur la �gure 4.11.
Acc ;<=;>

?Figure 4.11 � Démodulateur DeltaL'erreur de quanti�
ation qn apportée par l'opération de quanti�
ation est donnée par :
qn = ẽn − en (4.23)Il est alors possible d'exprimer l'é
hantillon estimé x̂n à partir de x̂n−1 et de l'erreur de quan-ti�
ation :

x̂n = x̂n−1 + ẽn−1

= (xn−1 + qn−1 − ẽn−1) + ẽn−1

= xn−1 + qn−1 (4.24)Ainsi l'é
hantillon estimé x̂n est égal à l'é
hantillon pré
édent xn−1 enta
hé de l'erreur dequanti�
ation qn−1Un exemple de fon
tionnement est donné sur la �gure 4.12.On peut observer deux types d'erreurs : l'erreur de poursuite est liée à la pente de x̂n limitéeà ∆/Tech. Pour diminuer l'erreur de poursuite, la fréquen
e d'é
hantillonnage doit être égale à 4à 5 fois la fréquen
e minimum d'é
hantillonnage. L'autre solution 
onsiste à augmenter la valeurde ∆. Le se
ond type d'erreur appelé aussi bruit granulaire se produit même si le signal x(t) est
onstant. En e�et, les é
hantillons estimés x̂n os
illent alors entre deux pas (bruit 
rête à 
rête de
∆. Une solution 
onsiste alors à diminuer ∆. Le 
hoix de ∆ est un 
ompromis entre les deux typesd'erreurs. Une autre solution e�
a
e 
onsiste à adapter le pas ∆ en fon
tion des variations dusignal. C'est le prin
ipe utilisé dans la modulation Delta à pente 
ontinuellement variable CVSD( 
ontinuously variable slope delta modulation en anglais).
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Figure 4.12 � Exemple d'évolution de x̂n dans un modulateur Delta4.3.3 Modulation par impulsion et 
odage di�érentielLe prin
ipe de base de la modulation DPCM ( di�erential pulse 
oded modulation en anglais)aussi notée modulation par impulsion et 
odage di�érentiel (MICD) 
onsiste à quanti�er la di�é-ren
e d'amplitude en entre l'é
hantillon 
ourant xn et l'é
hantillon prédit x̂n. en est aussi appeléel'erreur de prédi
tion.
en = xn − x̂n (4.25)

x̂n est obtenu en utilisant un prédi
teur d'ordre P :
x̂n =

P
∑

i=1

aixn−i (4.26)Le synoptique du prédi
teur d'ordre P est présenté sur la �gure 4.13.
1nx −

Z-1

nx̂
+

2nx −

Z-1 Z-1

1a
x

2a
x

n Px −

Pa
x

Figure 4.13 � synoptique du prédi
teur d'ordre POn déterminera les P 
oe�
ients de prédi
tion ai qui minimisent l'erreur quadratique moyenne
E(e2n) = E[(xn − x̂n)

2]. Ces 
oe�
ients sont les solutions du système linéaire suivant :
P
∑

i=1

aiφ(i− j) = φ(j) pour j = 1, 2, . . . , P (4.27)
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tion d'auto
orrélation des é
hantillons xn. Ce système se résout e�
a
ementen utilisant l'algorithme de Levinson. Les 
oe�
ients ai sont déterminés en début de transmissionmais peuvent aussi être ajustés périodiquementAve
 
ette stru
ture, les é
hantillons à quanti�er sont dé
orrélés et de très faible amplitude etné
essite don
 un nombre de bits limités.La �gure 4.14 présente le synoptique d'un 
odeur DPCM.
Quantification

Prédiction
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CEF CE
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CEIJKE

Figure 4.14 � Codeur DPCMEn entrée du prédi
teur, au lieu des é
hantillons de la sour
e xn , on utilise les é
hantillonsmodi�és par quanti�
ation x̃n = x̂n + ẽn :̂
xn =

P
∑

i=1

aix̃n−i (4.28)On peut véri�er que l'erreur de quanti�
ation qn = ẽn − en est aussi égale à la di�éren
e
x̃n − xn :

qn = ẽn − en

= ((x̃n − x̂n)− xn − x̂n)

= x̃n − xn (4.29)La �gure 4.15 présente le synoptique d'un dé
odeur DPCM.
Prédiction

LMN
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P

LQ
P

Figure 4.15 � Dé
odeur DPCMPour le dé
odage, on utilise exa
tement le même prédi
teur que pour le 
odage (en 
onsidérantl'absen
e d'erreurs de transmission). Ainsi, on peut re
onstruire les é
hantillons x̃n = ẽn + x̂n.Il faut noter que la modulation Delta est une version simpli�ée de la modulation DPCM. Ene�et, pour la modulation Delta la quanti�
ation est uniquement réalisée sur un bit et le prédi
teurest rempla
é par un simple �ltre �xe de fon
tion de transfert Z−1.



32 CHAPITRE 4. CODAGE POUR LES SOURCES ANALOGIQUESIl existe des stru
tures plus 
omplexes de modulateur DPCM utilisant deux �ltres de prédi
-tion. Il est également possible d'adapter le pas de quanti�
ation en fon
tion de la varian
e desé
hantillons de la sour
e. On parle alors de modulateur DPCM adaptatif (ADPCM).La modulation DPCM est utilisée pour le 
odage de la parole dans les standards ITU G.721,G.722, G.723 et G.726.4.3.4 Codage par dé
omposition spe
traleTBD4.3.5 Codage basé sur un modèleTBD4.3.6 Tableau de synthèseLa table 4.1 présente une 
omparaison des di�érentes te
hniques de modulation pour le 
odagede la parole en 
onsidérant une fréquen
e d'é
hantillonnage de 8kHz. Les paramètres 
hoisis sont
eux qui sont les plus 
ouramment utilisés.Table 4.1 � Comparaison des modulations pour le 
odage de la parolete
hnique quanti�
ateur nbr de bits débitPCM uniforme 12 bits 96 kb/slog PCM logarithmique 8 bits 64 kb/sDPCM logarithmique 4-6 bits 32-48 kb/sADPCM adaptative 3-4 bits 24-32 kb/sDelta binaire 1 bit 32-64 kb/sDelta adaptatif binaire 1 bit 16-32 kb/sLPC CELP 2,4-9,6 kb/s



Chapitre 5Transmission en bande de base5.1 Introdu
tionOn distingue deux types de transmission numérique : la transmission en bande de base etla transmission par ondes modulées ( on dit aussi sur porteuse). Une transmission en bandede base signi�e que les symboles à émettre dans le 
anal de transmission ne subissent pas detranslation de leur spe
tre autour d'une fréquen
e porteuse. Dans le 
as d'une transmission parondes modulées, les symboles à émettre module une porteuse de fréquen
e fc (en amplitude, enphase ou par saut de fréquen
e). Dans le 
as d'une transmission en bande de base et pour ladistinguer d'une transmission par ondes modulées, on utilise souvent le terme 
odeur en ligne à lapla
e de modulateur. Bien que les prin
ipes mis en ÷uvre soient les mêmes, nous étudions d'abordles transmissions en bande de base puis les transmissions par ondes modulées.D'une manière générale, le signal émis s'é
rit de la forme suivante :
x(t) =

∞
∑

k=−∞
akg(t− kT ) (5.1)

T est la durée de l'impulsion élémentaire ou durée symbole 1
ak est le keme symbole à transmettreLe 
hoix de l'impulsion g(t) dé�nit les 
ara
téristiques spe
trales de la transmission.5.2 Les 
odes en ligneLes 
ritères prin
ipaux pour 
hoisir un 
ode en ligne sont les suivants :1. la densité spe
trale du 
ode2. la densité des transitions dans le signal émis3. la résistan
e au bruitDans 
e paragraphe, nous allons présenter les 
odes en ligne les plus usuels.5.2.1 Le 
ode non retour à zéro (NRZ)Ce 
ode asso
ie un niveau +A à 
haque bit égal à "1" et un niveau -A à 
haque bit égal à "0".L'impulsion élémentaire g(t) est don
 une fon
tion porte de durée T donnée sur la �gure 5.1.Dans l'annexe 1, nous avons développé le 
al
ul de la densité spe
trale γXX(f) d'un signal x(t)émis en bande de base.Après 
al
ul, on obtient :1. Nous utiliserons T pour désigner la durée de l'impulsion élémentaire ou durée symbole. La durée de trans-mission d'un élément binaire sera notée Tb 33
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tFigure 5.1 � Impulsion élémentaire g(t).
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Figure 5.2 � Signal NRZ.
γXX(f) =

1

T
|G(f)|2γAA(f) (5.2)où |G(f)|2 est la densité spe
trale de puissan
e de l'impulsion g(t) et γAA(f) est la transforméede Fourier de la fon
tion d'auto
orrélation φaa(i) = E(ak+ia

∗
k).

γAA(f) =
+∞
∑

i=−∞
φaa(i)e

−j2πfiT (5.3)Ainsi, la densité spe
trale de puissan
e du signal émis est déterminée à partir de la 
orrélationdes symboles et la forme de l'impulsion g(t) ( 
'est-à-dire du �ltre d'émission).Cette formule est souvent appelée formule de Bennett.Appliquons 
ette formule pour le 
ode en ligne NRZ.Puisque g(t) est une impulsion de largeur T et d'amplitude A, on a :
G(f) =

∫ +∞

−∞
e−j2πftg(t)dt =

[

Ae−j2πft

−j2πft

]+T/2

−T/2

=
AT sinπfT

πfT
(5.4)

|G(f)|2 = A2T 2

(

sin(πfT )

πfT

)2 (5.5)Dans le 
as du 
ode NRZ, les symboles ak peuvent prendre les valeurs +1 et -1. Leur moyenneest nulle et leur varian
e σ2 est égale à 1. En 
onséquen
e, on a γAA(f) = 1 (voir le 
as parti
uliertraité dans l'annexe 3). Finalement, on obtient don
 la densité spe
trale de puissan
e suivante :
γXX(f) = A2T

(

sin(πfT )

πfT

)2 (5.6)La densité spe
trale de puissan
e du 
ode NRZ est présentée sur la �gure 5.3
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Figure 5.3 � Densité spe
trale des 
odes NRZ, RZ bipolaire et biphase.L'o

upation spe
trale de 
e 
ode est théoriquement in�nie. Cependant, le premier lobe de ladensité spe
trale de puissan
e 
omprend 90% de la puissan
e du signal ( 0 à 1/T ). La densitéspe
trale de puissan
e s'annule à toutes les fréquen
es 1/T .L'absen
e de raie à la fréquen
e 1/T ne permet pas d'extraire dire
tement la fréquen
e rythmeà la ré
eption. En e�et, les transitions sur le signal émis sont les mêmes que 
elles de la séquen
ebinaire. Ainsi lors d'une longue suite de 0 ou de 1, on perd toute information de rythme. Enpratique, pour pallier à 
ette di�
ulté, on ajoute périodiquement une séquen
e pilote 
omposéede bits 
onnus (séquen
e ave
 beau
oup de transition).5.2.2 Code retour à zéro (RZ) unipolaireCe 
ode asso
ie à 
haque bit égal à "1" un niveau +A pendant une durée T/2 puis un niveauO pendant T/2. A 
haque bit égal à "0" est asso
ié un niveau 0.Ce 
ode est aussi appelé 
ode RZ 1/2.
^

_+

` ` `` aaa

bc

defg

b

Figure 5.4 � Signal RZ unipolaire.
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e est égale à 1/2 et la varian
e 
entrée σ2 est égale à 1/4. Ainsi,on a :
γAA(f) =

1

4
+

1

4T

+∞
∑

i=−∞
δ
(

f − i

T

) (5.7)et
G(f) =

AT

2

sin(πfT/2)

πfT/2
(5.8)En utilisant les résultats du 
as parti
ulier 2 de l'annexe, la densité spe
trale de puissan
e du
ode RZ unipolaire est la suivante :

γXX(f) =
A2T

16

(

sin(πfT/2)

πfT/2

)2

+
A2

16

+∞
∑

i=−∞
δ
(

f − i

T

)

(

sin(πfT/2)

πfT/2

)2 (5.9)La raie à la fréquen
e 1/T permet la ré
upération de rythme par �ltrage.5.2.3 Code retour à zéro (RZ) bipolaire simpleCe 
ode asso
ie à 
haque bit égal à "1" un niveau +A pendant une durée T/2 puis un niveauO pendant T/2. A 
haque bit égal à "0" est asso
ié un niveau -A pendant une durée T/2 puis unniveau O pendant T/2.
h

i+

j j jj kkk

lm

nopq

l

Figure 5.5 � Signal RZ bipolaire.Par rapport au 
ode RZ unipolaire, la moyenne de la séquen
e de symbole est nulle. En 
onsé-quen
e, la densité spe
trale ne 
omporte plus de spe
tre de raies. On a σ2 = 1 et don

γXX(f) =

A2T

4

(

sin(πfT/2)

πfT/2

)2 (5.10)La densité spe
trale de puissan
e du 
ode RZ bipolaire simple est présentée sur la �gure 5.35.2.4 Code biphase ou Man
hesterCe 
ode asso
ie à 
haque bit égal à "1" un niveau +A pendant une durée T/2 puis un niveau-A pendant T/2. A 
haque bit égal à "0" on asso
ie un niveau -A pendant T/2 puis un niveau +Apendant T/2 .La densité spe
trale de puissan
e de 
e 
ode est donnée par l'expression suivante :
γXX(f) = A2T

(sin(πfT/2))4

(πfT/2)2
(5.11)
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Figure 5.6 � Signal biphase.La densité spe
trale de puissan
e du 
ode biphase est présentée sur la �gure 5.3Les transitions régulières permettent d'extraire simplement l'horloge de syn
hronisation. Ce-pendant, l'o

upation spe
trale se trouve augmentée par rapport au 
ode NRZ.Ce 
ode est utilisé pour Ethernet.5.2.5 Code bipolaire ou AMICe 
ode asso
ie à 
haque bit égal à "1" su

essivement un niveau +A (signal s2) et un niveau-A (signal s3). A 
haque bit égal à "0" est asso
ié un niveau 0 (signal s1).
t

1
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T

t

A+

2
s

T

t
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3
s
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Figure 5.7 � Signaux de base du 
ode bipolaire
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Figure 5.8 � Signal bipolaire.Le 
ode bipolaire est aussi appelé 
ode Alternated Mark Inversion (AMI).Ce 
ode peut aussi être dé
rit en utilisant un diagramme de transition 
omportant 2 étatsdistin
ts S0 et S1 
omme indiqué sur la �gure 5.9.La densité spe
trale de puissan
e ave
 un 
odage bipolaire est donnée par l'expression suivante :
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2/1 s

3/1 s
0S 1S

1/0 s
1/0 s

Figure 5.9 � Diagramme de transition du 
ode bipolaire
γXX(f) = A2T sin2(πfT )

(

sin(πfT )

πfT

)2 (5.12)La densité spe
trale de puissan
e du 
ode bipolaire est présentée sur la �gure 5.10

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

fréquence normalisée fT

φ X
X
(f

)

code bipolaire
code de Miller

Figure 5.10 � Densité spe
trale des 
odes bipolaire et de Miller.Le spe
tre de 
e 
ode ne 
ontient pas de basses fréquen
es mais o

upe une bande plus largeque 
elle du 
ode NRZ. Il peut être utilisé lorsque le 
anal de transmission ne laisse pas passer lesbasses fréquen
es. Le 
ode bipolaire est utilisé dans les ra

ordements de base du RNIS.5.2.6 Code de MillerCe 
ode asso
ie à 
haque bit égal à "1" soit un niveau +A pendant T/2 puis un niveau -A(signal s2) soit un niveau -A pendant T/2 puis un niveau +A (signal s3). A 
haque bit égal à "0"on asso
ie un niveau -A (signal s4) ou un niveau +A (signal s1). La polarité du signal asso
ié àun bit égal à "1" est 
hoisie de façon à garantir une 
ontinuité ave
 l'impulsion pré
édente. Lapolarité du signal asso
ié à un bit égal à "0" est 
hoisie de façon à garantir une 
ontinuité ave
l'impulsion pré
édente si 
elle-
i portait un bit égal à "1".Ce 
ode peut aussi être dé
rit en utilisant un diagramme de transition 
omportant 4 étatsdistin
ts 
omme indiqué sur la �gure 5.13 [27℄ .La densité spe
trale de puissan
e est la suivante [27℄ :
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Figure 5.11 � Signaux de base du 
ode Miller
t

A+

1 1 11 000

)(tx

T

2s 4s 1s 2s 4s 3s 2s

1S 2S 4S 1S 2S 4S 3S 2SFigure 5.12 � Signal 
orrespondant au 
odage de Miller.
γXX(f) =

1

2ψ2(17 + 8 cos 8ψ)
(23− 2 cosψ − 22 cos 2ψ − 12 cos 3ψ + 5 cos 4ψ

+ 12 cos5ψ + 2 cos 6ψ − 8 cos 7ψ + 2 cos 8ψ)ave
 ψ = πfTLa densité spe
trale de puissan
e du 
ode de Miller est présentée sur la �gure 5.10On peut observer que le spe
tre est étroit autour de la fréquen
e 0.375/T et ne 
ontient pasde basses fréquen
es. Ces deux propriétés sont interessantes lorsque le 
anal de transmission nelaisse pas passer les basses fréquen
es. Ce
i justi�e l'utilisation de 
e 
ode pour l'enregistrementmagnétique.
4/0 s

1S

2S

1/0 s

2/1 s

3S

4S

2/1 s

1/0 s

4/0 s
3/1 s

3/1 sFigure 5.13 � Diagramme de transition du 
ode Miller
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odes que nous venons d'étudier sont tous des 
odes binaires. Les appli
ations majeuresdes 
odes binaires en ligne restent les transmissions en bande de base sur paires torsadées, 
ables
oaxiaux et �bres optiques. Dans 
es appli
ations, l'en
ombrement spe
trale n'est pas un paramètretrop important.Nous allons maintenant étudier le 
ode NRZ M-aire qui permet de transporter plusieurs bitspar symbole et don
 d'améliorer l'e�
a
ité spe
trale du 
ode. Ce 
ode est également à la basedes modulations numériques en quadrature souvent utilisées pour les transmissions par ondesmodulées.Comme pour le 
ode NRZ, l'impulsion élémentaire d'un 
ode NRZ M-aire g(t) a une durée Tet une amplitude +A. Pour un 
ode NRZ M-aire où M est une puissan
e de 2, les bits sont groupéspar paquet de log2M bits. Les symboles sont 
odés suivant l'alphabet {±1,±3, . . . ,±(M − 1)}.Ainsi, les symboles peuvent prendre M valeurs di�érentes.On a la relation suivante entre Tb la durée de transmission d'un bit et T la durée de transmissiond'un symbole :
T = Tblog2M (5.13)

�
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� �� ���

�

�−

���� �
��+

��−

�

Figure 5.14 � Signal 
orrespondant au 
odage NRZ M-aire pour M = 4, T = 2Tb.Si les bits sont indépendants et équiprobables, la moyenne de la séquen
e de symbole est nulleet la varian
e 
entrée E((ak)
2) est égale à :
E((ak)

2) =
1

M

M
∑

m=1

(2m− 1−M)2

=
M2 − 1

3
(5.14)Finalement, la formule de Bennett permet de 
al
uler la densité spe
trale de puissan
e du 
odeNRZ M-aire :

γXX(f) =
A2T

3
(M2 − 1)

(

sin(πfT )

πfT

)2 (5.15)La densité spe
trale de puissan
e du 
ode NRZ M-aire pour M = 4 est 
omparée à 
elle du
ode NRZ sur la �gure 5.155.3 Canal de TransmissionLe signal émis est de la forme :
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Figure 5.15 � Densité spe
trale des 
odes NRZ et NRZ-4 aire.
x(t) =

∞
∑

k=−∞
akg(t− kT ) (5.16)Ce signal est ensuite modi�é par le 
anal de transmission qui est en général modélisé par un�ltre linéaire de réponse impulsionnelle c(t). De plus, le 
anal ajoute un bruit blan
 gaussien b(t).Le signal reçu r(t) est égal à :

r(t) = c(t) ∗ x(t) + b(t)

=

∫ +∞

−∞
c(τ)x(t − τ)dτ + b(t)

����

����

����
����������

Canal de transmission

Nous verrons dans le pro
hain paragraphe que le signal reçu r(t) est ensuite �ltré par un �ltrede ré
eption de réponse impulsionnelle h(t). Le signal y(t) après �ltrage s'é
rit alors :
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y(t) = r(t) ∗ h(t)

= x(t) ∗ c(t) ∗ h(t) + n(t)

=

∞
∑

k=−∞
akg(t− kT ) ∗ c(t) ∗ h(t) + n(t)

=

∞
∑

k=−∞
akp(t− kT ) + n(t) (5.17)où ∗ est le produit de 
onvolution. p(t) = g(t) ∗ c(t) ∗ h(t) est la réponse impulsionnelle del'ensemble �ltre de mise en forme+ 
anal de transmission + �ltre de ré
eption.Dans le domaine fréquentiel, on a la relation P (f) = G(f)× C(f)×H(f)5.3.1 Canal à bruit blan
 additif gaussienLe 
anal à bruit blan
 additif gaussien (BBAG) est un 
anal de transmission dont la réponseen fréquen
e C(f) est égale à 1 sur toute la bande du signal émis. Le 
anal est réduit à un simpleadditionneur de bruit blan
 gaussien 
omme présenté sur la �gure 5.16. Il permet de modéliser les
anaux dont le bruit prédominant est un bruit thermique (
anal de transmission et étage d'entréedu ré
epteur).

� ¡¢

£¤¥¦

£¤¥§

Figure 5.16 � Modèle pour le signal reçu après un 
anal BBAGOn a la relation suivante entre l'entrée et la sortie du 
anal BBAG :
r(t) = x(t) + b(t) (5.18)

b(t) est un bruit blan
 gaussien de densité spe
trale de puissan
e unilatérale N0. Sa fon
tiond'auto
orrélation est donnée par :
Rbb(τ) = E{b(t)b(t− τ)}

=
N0

2
δ(τ) (5.19)où δ(.) représente l'impulsion de Dira
.Dans une bande de fréquen
e limitée B, b(t) est modélisé par un pro
essus aléatoire gaussien
entré dont la densité de probabilité est la suivante :

p(b) =
1√
2πN

exp

(

− b2

2N

) (5.20)La puissan
e de bruit N dans 
ette bande B est égale à N0B5.4 Ré
eption optimale pour le 
anal BBAG5.4.1 Introdu
tionDans 
e paragraphe nous allons étudier la stru
ture d'un ré
epteur optimal. On appelle ré-
epteur l'ensemble 
omposé des éléments démodulateur et déte
teur. Dans 
e 
hapitre, nous nousrestreindrons au 
as du déte
teur délivrant des symboles estimés.
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Figure 5.17 � fon
tion d'auto
orrélation de 
ovarian
e et densité spe
trale de puissan
e du bruitblan
 b(t)Nous 
on
entrerons notre étude sur le ré
epteur 
ohérent 
'est-à-dire que nous ferons l'hypo-thèse que les paramètres 
omme la fréquen
e et la phase des signaux reçus sont 
onnus ou ont été
orre
tement estimés.5.4.2 Stru
ture du modulateurOn suppose que le 
odeur de 
anal délivre des bits groupés par blo
 de g bits. On a don

M = 2g messages di�érents possibles c ∈ {c1, c2, . . . , cM}.Le r�le du modulateur 
onsiste à asso
ier à 
haque message c = ci un signal xi(t), dé�ni surl'intervalle �ni 0 ≤ t ≤ T et 
hoisi parmi un jeu de M = 2g signaux.Le s
héma détaillé du modulateur est présenté sur la �gure 5.18.

c

1x

)(1 tx

2x
)(tx

∑

Mx

)(txM

)(2 tx
1

Figure 5.18 � S
héma détaillé du modulateur.Pour transmettre le signal xi(t) asso
ié au message c = ci, il su�t d'avoir xi = 1 et xj =
0 ∀j 6= iexemple 1 : 
as du 
ode en ligne non retour à zéro (NRZ) 
omposé de M = 2 signauxélémentaires.

x(t) =

{

x1(t) si c = 0 (x1 = 1, x2 = 0)

x2(t) si c = 1 (x1 = 0, x2 = 1)L'énergie de 
haque signal xi(t) entre 0 et T est égale à Esi
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Figure 5.19 � jeu des signaux x1(t) et x2(t) 
orrespondant à l'exemple 1.
Esi =

∫ T

0

xi(t)
2dt (5.21)exemple 2 : 
as du jeu de M = 4 signaux biorthogonaux

x(t) =



















x1(t) si c = 00 (x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0)

x2(t) si c = 01 (x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0)

x3(t) si c = 10 (x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0)

x4(t) si c = 11 (x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 1)
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Figure 5.20 � Jeu des signaux xi(t) i = 1, 2, 3 et 4 
orrespondant à l'exemple 2.Une appro
he permettant de simpli�er le modulateur 
onsiste à représenter lesM signaux pos-sibles xi(t) par des 
ombinaisons linéaires de N fon
tions de base orthonormées fj(t) et d'énergieunitaire ave
 N ≤ M . D'une manière générale, les fon
tions fj(t) s'obtiennent en appliquant lapro
édure d'orthogonalisation de Gram-S
hmidt.Les signaux xi(t) peuvent s'exprimer par :
xi(t) =

N
∑

j=1

xijfj(t) (5.22)
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xij =

∫ T

0

xi(t)fj(t)dt (5.23)et où les fon
tions de base f1(t), f2(t), . . . , fN (t) sont orthonormées :
∫ T

0

fj(t)f
′
j(t)dt = δj′j =

{

1 si j = j′

0 si j 6= j′
(5.24)Ainsi l'énergie des fon
tions de base entre 0 et T est égale à 1.L'énergie de 
haque signal xi(t) entre 0 et T est égale à Esi

Esi =
∫ T

0

xi(t)
2dt =

N
∑

j=1

x2ij (5.25)L'énergie moyenne Es est donnée par :
Es =

1

M
Esi (5.26)En utilisant 
ette représentation on obtient le s
héma donné sur la �gure 5.21.

c

1ix

)(1 tf
2ix

)()( txtx i=
∑

iNx

)(tfN

)(2 tfEncodeur

Figure 5.21 � S
héma détaillé du démodulateur.exemple 1(suite) : 
as du 
ode en ligne NRZ M = 2 signauxDans 
et exemple, N=1 
ar une seule fon
tion f1(t) donnée sur la �gure 5.22 su�t pour générerles deux signaux x1(t) et x2(t) (N = 1).
)
(
1
 t
f


t
T


T


1


Figure 5.22 � signal f1(t) pour l'exemple 1.
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x(t) =

{

x1(t) = −
√
Esf1(t) si c = 0 (x11 = −

√
Es)

x2(t) = +
√
Esf1(t) si c = 1 (x21 = +

√
Es)La stru
ture du modulateur est donnée sur la �gure 5.23.

c 1x

)(1 tf

)(txSE−→0

SE+→1Figure 5.23 � S
héma du modulateur NRZDans 
et exemple, la fon
tion de base f1(t) 
orrespond à la réponse impusionnelle g(t) du �ltred'émission. Le s
héma du modulateur 
orrespondant est présenté sur la �gure 5.24
c 1x )(txSE−→0

SE+→1
)(tgFigure 5.24 � S
héma du modulateur NRZexemple 2 (suite) : 
as du jeu de M = 4 signaux biorthogonauxI
i, N=2 est les deux fon
tions f1(t) et f2(t) présentées sur la �gure 5.25 permettent de générerles 4 signaux (N = 2).
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Figure 5.25 � jeu des signaux f1(t) et f2(t) pour l'exemple 2.
x(t) =



















x1(t) = −
√
Esf1(t) si c = 00 (x11 = −

√
Es, x12 = 0)

x2(t) = +
√
Esf1(t) si c = 01 (x21 = +

√
Es, x22 = 0)

x3(t) = −
√
Esf2(t) si c = 10 (x31 = 0, x32 = −

√
Es)

x4(t) = +
√
Esf2(t) si c = 11 (x41 = 0, x42 = +

√
Es)5.4.3 Ré
epteur optimal pour un 
anal à bruit blan
 additif gaussienOn 
onsidère qu'un des M signaux possibles xi(t) a été transmis sur un 
anal à bruit blan
additif gaussien (BBAG) pendant la durée T .En entrée du ré
epteur, on a

r(t) = xi(t) + b(t) 0 ≤ t ≤ T (5.27)où b(t) est un bruit blan
 gaussien de densité spe
trale de puissan
e unilatérale N0
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eption optimale 
omprend deux phases : la démodulation optimale qui détermine laséquen
e maximisant le rapport signal à bruit et la déte
tion qui à partir de 
ette séquen
e estime
c. Il existe deux stru
tures équivalentes de démodulateur optimal : le 
orrélateur et le �ltre adaptéCorrélateurLe prin
ipe du 
orrélateur 
onsiste à projeter le signal reçu sur les N fon
tions de base fj(t).Le s
héma de 
e nouveau démodulateur est donné sur la �gure 5.26.
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©ª«²­Figure 5.26 � S
héma du démodulateur utilisant les fon
tions de baseComme les fon
tions de base fj(t) sont d'énergie unitaire entre 0 et T on a relation suivante :
yj = yj(T )

=

∫ T

0

r(t)fj(t)dt

=

∫ T

0

xi(t)fj(t)dt+

∫ T

0

b(t)fj(t)dt

=

∫ T

0

N
∑

j′=1

xij′fj′(t)fj(t)dt+

∫ T

0

b(t)fj(t)dt

=

N
∑

j′=1

xij′

∫ T

0

fj′(t)fj(t)dt+

∫ T

0

b(t)fj(t)dt

= xij + nj (5.28)ave
 yj la sortie du ieme é
hantillonneur à l'instant T et 1 ≤ j ≤ N .Le signal reçu r(t) est maintenant représenté par un ve
teur à N 
omposantes yj . Les termes
nj sont des variables aléatoires relatives au bruit additif du 
anal de transmission. Ces variablesaléatoires sont gaussiennes 
ar le �ltrage linéaire d'un bruit gaussien �ltre linéaire ne modi�e passon 
ara
tère gaussien. Cal
ulons sa moyenne :

E(nj) =

∫ T

0

b(t)fj(t)dt = 0 (5.29)et sa varian
e
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σ2
n = E

[

n2
j

]

= E
[

∫ T

0

∫ T

0

b(t)b(u)f(t)f(u)dtdu
]

=
N0

2

∫ T

0

∫ T

0

δ(t− u)f(t)f(u)dtdu

=
N0

2

∫ T

0

f(t)2dt

=
N0

2 (5.30)Ainsi, les é
hantillons de bruit sont 
entrés et de varian
e σ2 = N0

2 . On peut aussi montrer que
es é
hantillons sont dé
orrélés et indépendants.Finalement il nous restera à dé
ider en faveur du signal le plus probablement émis.On dit que les é
hantillons y1, . . . , yN forment un résumé exhaustif du signal r(t). Ainsi,on peut résumer l'ensemble de la 
haîne de transmission par les N équations (5.28). On utiliseraégalement 
ette propriété pour simuler les 
haînes de 
ommuni
ations numériquesexemple 1(suite) : pour le signal NRZ, nous avons vu qu'une seule fon
tion de base f1(t) estné
essaire. A partir du s
héma de la �gure 5.26, on dérive le s
héma présenté sur la �gure 5.27.
)(tr

)(1 tf

1y
T

∫
T

dt
0

)(
)(1 ty

Figure 5.27 � S
héma du démodulateur NRZSoit y1 la sortie de l'é
hantillonneur à l'instant T . Comme pré
édemment, nous avons la rela-tion :
y1 = y1(T ) (5.31)

=

∫ T

0

r(t)f1(t)dt

=

∫ T

0

xi(t)f
2
1 (t)dt+

∫ T

0

b(t)f1(t)dt

= xi1 + nLe bruit n en sortie de l'é
hantillonneur est gaussien de moyenne nulle E(n) = 0 et de varian
e
σ2 = N0

2 .Pour le signal NRZ, le rapport signal à bruit SNR après é
hantillonnage est :
SNR =

Px

Pn
=
E
[

x2i
]

σ2
n

=

∑

i Pr(X = xi)x
2
i

σ2
n

=
x2i
σ2
n

(5.32)Comme x2i = Es, et σ2
n = N0

2 , on obtient �nalement
SNR =

2Es
N0

(5.33)



5.4. RÉCEPTION OPTIMALE POUR LE CANAL BBAG 49Sur la �gure 5.28 nous présentons la forme des signaux en sortie du modulateur, du 
anal etdu 
orrélateur.
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Figure 5.28 � Signaux en sortie du modulateur, du 
anal et du 
orrélateurFiltre adaptéAu lieu d'utiliser des 
orrélateurs à la ré
eption pour obtenir les é
hantillons yj , il est possibled'utiliser un ensemble de �ltres.Un �ltre dont la réponse impulsionnelle est la suivante :
hj(t) = fj(T − t) ave
 0 ≤ t ≤ T (5.34)est appelé un �ltre adapté. Sa réponse en fréquen
e est donnée par :

Hj(t) = F ∗
j (f)e

−j2πft (5.35)La sortie de 
e �ltre s'exprime 
omme suit :
yj(t) = r(t) ∗ hj(t)

=

∫ +∞

−∞
r(τ)hj(t− τ)dτ

=

∫ t

0

r(τ)hj(t− τ)dτ

=

∫ t

0

r(τ)fj(T − t+ τ)dτA l'instant T , on obtient :
yj(T ) =

∫ T

0

r(τ)fj(τ)dτ (5.36)



50 CHAPITRE 5. TRANSMISSION EN BANDE DE BASEAinsi, la sortie des �ltres hj(t) à l'instant t = T est identique à 
elle de la stru
ture ave

orrélateur.Les �ltres de réponse impulsionnelle hj(t) sont appelés �ltres adaptés aux fon
tions de base
fj(t) dé�nies pour 0 ≤ t ≤ T .On peut démontrer que l'utilisation de �ltres adaptés permet de maximiser le rapport signal àbruit et par 
onséquen
e de minimiser le taux d'erreurs.Le s
héma du démodulateur est donné sur la �gure 5.29.

)(tr

³y
T

´y
T

µy
¶

)(³ ty

·¸´ ¹º

·¸¹ºµ

·¸³ ¹»

·¸¹»µ

·¸´ ¹»

Figure 5.29 � S
héma du démodulateur ave
 �ltres adaptésIl est important de souligner que le rapport signal à bruit en sortie d'un �ltre adapté ne dépendpas de la forme du signal mais de son énergie !exemple 1(suite) :Pour le 
as du 
ode en ligne NRZ, la réponse impulsionnelle h(t) du �ltre adapté est la suivante :
h(t) = g(T − t) (5.37)où g(t) est la réponse impulsionnelle du �ltre d'émission.Le s
héma de la 
haîne ave
 �ltre adapté est présenté sur la �gure 5.30

)(tr 1yT
)(1 ty

)( tTg −Figure 5.30 � S
héma de la 
haîne NRZ ave
 �ltre adaptéL'utilisation d'un �ltre adapté à la pla
e du 
orrélateur donne exa
tement le même résultat.Déte
teur optimalL'obje
tif du déte
teur optimal est de déterminer le symbole qui a été le plus vraisemblablementémis x̂.Soit le symbole x envoyé dans un 
anal dis
ret stationnaire sans mémoire de densité de proba-bilité 
onditionnelle p(y/x) et y l'é
hantillon reçu après �ltrage adapté.Un déte
teur maximum a posteriori (MAP) 
her
he parmi tous les symboles possibles x, lesymbole estimé x̂ pour lequel la probabilité 
onditionnelle Pr(x|y) est la plus grande.
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x̂ = argmax

x
Pr(x|y) (5.38)En utilisant la loi de Bayes, on peut é
rire :

Pr(x|y) = Pr(y|x)Pr(x)
Pr(y)

(5.39)Si nous faisons l'hypothèse que tous les symboles sont équiprobables, et 
omme le dénominateur
Pr(y) est 
ommun à tous les symboles, le message estimé x̂ est le message pour lequel la probabilité
onditionnelle Pr(y|x) est la plus grande.

x̂ = argmax
x

Pr(y|x) (5.40)Un déte
teur utilisant 
e 
ritère est appelé un déte
teur à maximum de vraisemblan
e (maxi-mum likelihood en anglais ou ML).La re
her
he du message le plus probable implique don
 que le déte
teur ML 
al
ule les dis-tan
es eu
lidiennes entre l'é
hantillon reçu et les é
hantillons 
orrespondant à tous les symbolespossibles.Ainsi, lorsque les messages sont équiprobables, les déte
teurs MAP et ML sont identiques.5.4.4 Cal
ul du taux d'erreurs binaires pour un signal NRZ sur un 
analà bruit blan
 additif gaussienPour évaluer les performan
es d'une 
haîne de transmission numérique, il est important dedéterminer le taux d'erreurs binaires en fon
tion du rapport signal à bruit. Dans 
e paragraphe,nous 
onsidérerons le 
as d'un 
ode en ligne NRZ.Soit une transmission par 
odage en ligne NRZ sur un 
anal BBAG, nous avons vu dans leparagraphe pré
édent qu'il est possible d'exprimer la sortie é
hantillonnée y du ré
epteur optimal
omme suit :
y = x+ n (5.41)où x = ±

√
Eb 
ar T = Tb . On rappelle que dans le 
as du 
ode NRZ, l'énergie par bit estégale à l'énergie par symbole Eb = Es.Comme le bruit est stationnaire, n est une variable aléatoire gaussienne d'é
art type σ et
entrée dont la densité de probabilité est la suivante :

p(n) =
1√
2πσ2

exp

{

− n2

2σ2

} (5.42)Le déte
teur ML réalise simplement l'opération de dé
ision suivante :
ĉ =

{

0 si y ≤ s

1 si y > s
(5.43)Cette opération se résume i
i à un simple seuillage par rapport au niveau s.La probabilité que l'amplitude de l'é
hantillon reçu y soit inférieure à s sa
hant que c = 1 ( etdon
 x̂ = +

√
Eb est égale à :

p(y < s|x = +
√

Eb) =
1√
2πσ2

∫ s

−∞
exp

{

− (y −
√
Eb)

2

2σ2

}

dy (5.44)Cette probabilité est égale à la probabilité de dé
ider en faveur de x̂ = −
√
Eb alors que x =

+
√
Eb a été transmis. Cette probabilité d'erreurs par paire est notée p(x = +

√
Eb → x̂ = −

√
Eb)
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p(x = +

√

Eb → x̂ = −
√

Eb) = p(y < s|x = +
√

Eb) (5.45)De même, la probabilité que l'amplitude de l'é
hantillon y soit supérieure au seuil de dé
ision
s sa
hant que c = 0 ( et don
 x = −

√
Eb) est égale à :

p(y > s|x = −
√

Eb) =
1√
2πσ2

∫ +∞

s

exp

{

− (y +
√
Eb)

2

2σ2

}

dy (5.46)La probabilité d'erreurs par bit ou taux d'erreurs bit (TEB) est alors le suivant :
TEB = Pr(erreur bit)

=
∑

x

Pr(x = a, erreur bit)
=
∑

x

Pr(x = a)Pr(erreur bit | x=a)
= Pr(x = +

√

Eb)p(x = +
√

Eb → x̂ = −
√

Eb) + Pr(x = −
√

Eb)p(x = −
√

Eb → x̂ = +
√

Eb)(5.47)Nous ferons l'hypothèse que les bits émis sont équiprobables. On a :
Pr(c = 1) = Pr(c = 0) = Pr(x = +

√

Eb) = Pr(x = −
√

Eb) = 0.5 (5.48)La densité de probabilité p(y) a alors la forme suivante :
)(yp

BE−
BE+Figure 5.31 � densité de probabilité p(y)Le seuil de dé
ision est don
 pla
é exa
tement entre +
√
Eb et −√

Eb : s = 0.Le taux d'erreurs binaires devient alors :
TEB = 0.5p(x = +

√

Eb → x̂ = −
√

Eb) + 0.5p(x = −
√

Eb → x̂ = +
√

Eb)

= p(x = −
√

Eb → x̂ = +
√

Eb)

=
1√
2πσ2

∫ +∞

0

exp

{

− (y +
√
Eb)

2

2σ2

}

dy (5.49)Faisons un 
hangement de variable z = y+
√
Eb√

2σ
, dz = dy√

2σ
. On obtient alors :

TEB =
1√
π

∫ +∞

√
Eb/2σ2

exp

{

− z2
}

dz (5.50)Fon
tion d'erreursOn trouve dans la littérature deux fon
tions d'erreurs :
• l'aire soutendue par la 
ourbe normale 
anonique de a à ∞ :
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Q(a) =

1√
2π

∫ ∞

a

exp

{

− z2

2

}

dz (5.51)
• les fon
tions erf et erf
 (erf 
omplémentaire) :erf(a) = 2√

π

∫ a

−∞
exp(−z2)dz (5.52)erf
(a) = 1− erf(a) = 2√
π

∫ +∞

a

exp(−z2)dz (5.53)

erf(a)

erfc(a)

a
a

a

)exp(
2 2z−
π

z

aire de la surface
grisée=1

Figure 5.32 � fon
tions erf et erf
La fon
tion erf
(a) existe dans Matlab sous le nom : erf
(a).La fon
tion erf
 peut être approximée par une somme de fon
tion exponentielle 
omme suit[20℄ :
erfc(a) ≈ 0, 416 exp(−1, 942a2) + 0, 294 exp(−1, 05x2) (5.54)On passe de la fon
tion erf
 à la fon
tion Q en utilisant la relation suivante :

Q(a) =
1

2
erf
( a√

2

) (5.55)et de la fon
tion Q à la fon
tion erf
 
omme suit :
erfc(a) = 2Q(

√
2a) (5.56)Comme pré
édemment, la fon
tion Q peut être approximée 
omme suit :

Q(a) ≈ 0, 208 exp(−0, 971a2) + 0, 147 exp(−0, 525x2) (5.57)
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(a) a erf
(a) a erf
(a)0.0 1.0000e+000 1.7 1.6210e-002 3.4 1.5220e-0060.1 8.8754e-001 1.8 1.0909e-002 3.5 7.4310e-0070.2 7.7730e-001 1.9 7.2096e-003 3.6 3.5586e-0070.3 6.7137e-001 2.0 4.6777e-003 3.7 1.6715e-0070.4 5.7161e-001 2.1 2.9795e-003 3.8 7.7004e-0080.5 4.7950e-001 2.2 1.8628e-003 3.9 3.4792e-0080.6 3.9614e-001 2.3 1.1432e-003 4.0 1.5417e-0080.7 3.2220e-001 2.4 6.8851e-004 4.1 6.7000e-0090.8 2.5790e-001 2.5 4.0695e-004 4.2 2.8555e-0090.9 2.0309e-001 2.6 2.3603e-004 4.3 1.1935e-0091.0 1.5730e-001 2.7 1.3433e-004 4.4 4.8917e-0101.1 1.1979e-001 2.8 7.5013e-005 4.5 1.9662e-0101.2 8.9686e-002 2.9 4.1098e-005 4.6 7.7496e-0111.3 6.5992e-002 3.0 2.2090e-005 4.7 2.9953e-0111.4 4.7715e-002 3.1 1.1649e-005 4.8 1.1352e-0111.5 3.3895e-002 3.2 6.0258e-006 4.9 4.2189e-0121.6 2.3652e-002 3.3 3.0577e-006 5.0 1.5375e-012Table 5.1 � table de la fon
tion erf
.En utilisant la relation (5.50) et σ2 = N0

2 , on obtient �nalement la relation suivante entre letaux d'erreurs bit et le rapport signal à bruit :
TEB =

1

2
erf
{√ Eb

N0

} (5.58)En utilisant la fon
tion Q(a) on a :
TEB =

1

2
Q{√2Eb

N0

} (5.59)La 
ourbe du taux d'erreurs bit en fon
tion du rapport Eb/N0 est présentée sur la �gure (5.33).5.4.5 Probabilité d'erreurs par paire : 
as s
alaireSoient deux symboles xi et xj dont la distan
e eu
lidienne est d(xi, xj). Pour un 
anal BBAG,la probabilité Pr(xi → xj) que y soit plus près de xj que du symbole transmis xi est donnée par :
Pr(xi → xj) =

1

2
erf
(d(xi, xj)

2
√
N0

) (5.60)Dans le 
as du 
ode NRZ, la distan
e eu
lidienne est égale à 2√Eb. On retrouve bien l'expressiondu taux d'erreurs binaires dé
rit par l'équation (5.58) lorsque les symboles sont équiprobables.5.4.6 Cal
ul du taux d'erreurs symboles pour un signal NRZ multi-niveauxOn 
onsidère que les symboles prennent leurs valeurs dans l'alphabet {±A,±3A, . . . ,±(M −
1)A}. L'amplitude des symboles est alors dé�nie 
omme suit :
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Figure 5.33 � TEB = f(Eb/N0) pour un 
ode NRZ sur 
anal BBAG.
Am = (2m− 1−M)A ave
 m = 1, 2, . . . ,M (5.61)Exemple : M = 4Nous présentons la 
onstellation pour M = 4 sur la �gure 5.34

+A
 +3A
-A
-3A


M
=4

A
1
 A


4

A


3

A


2
Figure 5.34 � Amplitude des symboles pour un signal NRZ M = 4 niveaux.L'énergie moyenne par symbole est égale à :
Es =

1

M

M
∑

m=1

(Am)2

=
A2

M

M
∑

m=1

(2m− 1−M)2

= A2M
2 − 1

3
(5.62)en utilisant les relations∑M

m=1m = 1
2M(M + 1) et ∑M

m=1m
2 = 1

6M(M + 1)(2M + 1)On a 2(M − 1) paires de points adja
ents et la distan
e eu
lidienne entre 
es points est égaleà 2A. Ainsi, le taux d'erreurs symbole (TES) est égal à :
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TES =

2(M − 1)

2M
erfc

(

2A

2
√
N0

)

=
M − 1

M
erfc

(

√

3

M2 − 1

ES

N0

)

=
M − 1

M
erfc

(

√

3log2M

M2 − 1

Eb

N0

) (5.63)Ce résultat est à 
omparer à 
elui du 
ode NRZ.Pour déduire le taux d'erreurs bit à partir du taux d'erreurs symbole, il faut déterminer lenombre d'erreurs bit qu'engendre une erreur symbole. Nous verrons que lorsqu'un 
odage de Grayest appliqué sur les symboles, une erreur symbole n'implique qu'une erreur bit et on a alors :
TEB =

TES

log2M
(5.64)5.5 Critère de Nyquist5.5.1 Introdu
tionJusqu'à présent nous avons 
onsidéré des transmissions numériques sur des 
anaux à bandepassante in�nie. Dans beau
oup d'appli
ations (modems téléphoniques, liaisons hertziennes etsatellitaires, 
ommuni
ations radiomobiles, ...), la largeur de bande est limitée et le problème
onsiste à transmettre le débit le plus élevé possible dans une bande de fréquen
e donnée.Si la bande du signal émis est limitée, la forme de l'impulsion élémentaire g(t) est de durée in�-nie. Le problème 
onsiste don
 à 
hoisir 
ette forme d'onde pour pouvoir re
onstituer parfaitementà la ré
eption les é
hantillons émis à la 
aden
e symbole de 1/T .5.5.2 Interféren
e entre symbolesNous avons vu que la sortie du �ltre de ré
eption peut s'é
rire

y(t) = r(t) ∗ h(t)
= x(t) ∗ c(t) ∗ h(t) + n(t)

=

∞
∑

i=−∞
aig(t− iT ) ∗ c(t) ∗ h(t) + n(t)

=

∞
∑

i=−∞
aip(t− iT ) + n(t) (5.65)ave
 p(t) = g(t) ∗ c(t) ∗ h(t) et n(t) = b(t) ∗ h(t)On é
hantillonne y(t) aux instants t = kT

y(kT ) =

+∞
∑

i=−∞
aip(kT − iT ) + n(kT )

= akp(0) +
+∞
∑

i6=k

aip((k − i)T ) + n(kT ) (5.66)
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omposée de 3 termes :Le premier terme est proportionnel au kieme symbole transmisLe se
ond terme est la 
ontribution de tous les autres symboles transmis sur l'é
hantillon y(kT ).Ce terme est appelé l'interféren
e intersymbole.Le troisième terme est la 
ontribution du bruitComme le se
ond et le troisième terme diminuent les performan
es du système de transmission,nous devrons 
hoisir les �ltres d'émission et de ré
eption a�n de les minimiser.5.5.3 Diagramme de l'÷ilLe diagramme de l'÷il permet de visualiser les interféren
es intersymboles. Il 
onsiste à super-poser toutes les se
tions de durée T du signal y(t). Un exemple est présenté sur la �gure 5.35 pourun signal NRZ �ltré par un �ltre en 
osinus surélevé.
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Figure 5.35 � Diagramme de l'÷il d'un signal NRZ �ltré par un �ltre en 
osinus surélevé α = 1et α = 0, 35La �gure 5.36 illustre graphiquement l'e�et de l'interféren
e intersymbole et du bruit sur lediagramme de l'÷il. On peut noter en parti
ulier que même en absen
e de bruit, l'interféren
e in-tersymbole tend à fermer le diagramme de l'÷il et don
 à rendre plus di�
ile la dé
ision (amplitudeet instant d'é
hantillonnage).
instant d’échantillonnage

optimal

marge de bruit

largeur d'ouverture de l'oeil

Figure 5.36 � Diagramme de l'÷il5.5.4 Critère de NyquistPour garantir l'absen
e d'interféren
e intersymbole, on doit avoir la 
ondition suivante sur laforme d'onde p(t) :
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p(kT ) =

{

1 pour k = 0

0 pour k 6= 0
(5.67)On peut véri�er qu'ave
 
ette 
ondition, l'équation (5.66) devient :

y(kT ) = ak + n(kT ) (5.68)Dans le domaine fréquentiel, le 
ritère de Nyquist devient [27℄ :
+∞
∑

i=−∞
P

(

f +
i

T

)

= T (5.69)Soit B la bande passante du 
anal de transmission ( C(f) = 0 pour f > B).Dis
utons de la faisabilité de réaliser le 
ritère selon la largeur de bande B par rapport à ladurée de la période symbole T 
omme présenté sur la �gure 5.37
)/(∑

+∞

−∞=

+
i

TifP

B T/1

B
T

>
2

1cas

TB 2/1= T/1

B
T

=
2

1cas

f

T

B T/1

T cas B
T

<
2

1

Figure 5.37 � Réponses ∑P (f + i/T ) pour 1/2T > B, 1/2T = B et 1/2T < B- Si 1
2T > B, alors il n'existe pas de �ltre G(f) et H(f) tel que P (f) = G(f)C(f)H(f) satisfaitau 
ritère de Nyquist- Si 1
2T = B, il existe une solution possible : P (f) doit être la réponse d'un �ltre passe-basparfait de fréquen
e de 
oupure B :

P (f) =

{

T si |f | < B = 1
2T

0 sinon (5.70)La réponse impulsionnelle asso
iée est :
p(t) =

sin(πt/T )

πt/T
(5.71)Elle est présentée sur la �gure 5.38. Il faut pré
iser que le �ltre passe bas parfait n'est pasphysiquement réalisable.
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Figure 5.38 � réponse impulsionnelle du �ltre passe-bas parfait- Si 1
2T < B, alors il existe une famille de �ltre G(f) et H(f) tel que P (f) = G(f)C(f)H(f)répond au 
ritère de Nyquist. Les �ltres appartenant à 
ette famille doivent satisfaire la 
onditionsuivante :

P (f) + P

(

f − 1

T

)

= T (5.72)5.5.5 Le �ltre en 
osinus surélevéLa fon
tion de transfert d'un �ltre en 
osinus surélevé est la suivante
P (f) =















T si 0 ≤ |f | ≤ 1−α
2T

T cos2
{

π
4α (2fT − (1− α))

} si 1−α
2T < |f | < 1+α

2T

0 si |f | ≥ 1+α
2T

(5.73)
α est le fa
teur d'arrondi (roll-o� en anglais) et est 
ompris entre 0 (�ltre passe-bas parfait- diagramme de l'÷il le plus fermé) et 1 (bande passante maximale - diagramme de l'÷il le plusouvert). En pratique 
ette valeur est 
hoisie entre 0.22 et 0.35.La réponse en fréquen
e du �ltre en 
osinus surélevé est présentée sur la �gure 5.39.On peut véri�er que 
ette fon
tion de transfert satisfait le 
ritère (5.72).La réponse impulsionnelle p(t) est la suivante :

p(t) =
sin(πt/T )

πt/T

cos(απt/T )

1− 4α2t2/T 2
(5.74)Lorsque le 
anal de transmission est un 
anal à bruit blan
 additif gaussien ( C(f) = 1 dansbande 
onsidérée), on a P (f) = G(f)H(f). A�n de maximiser le rapport signal à bruit à laré
eption, nous avons vu que le �ltre de ré
eption doit être le �ltre adapté au �ltre d'émission.Ainsi, en pratique, on s
inde le �ltre en 
osinus surélevé en deux �ltres identiques appelés �ltresen ra
ine de 
osinus surélevé :
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Figure 5.39 � réponse en fréquen
e du �ltre en 
osinus surélevé
G(f) = H(f) =















√
T si 0 ≤ |f | ≤ 1−α

2T√
T cos

{

π
4α (2fT − (1− α))

} si 1−α
2T < |f | < 1+α

2T

0 si |f | ≥ 1+α
2T

(5.75)



Chapitre 6Introdu
tion au 
odage de 
analCommuni
ation links transmit information from here to there. Computer memories transmit informationfrom now to then. E.R. Berlekamp
6.1 Introdu
tionDans 
e 
ours, nous allons déterminer les limites de 
ommuni
ation sans erreur dans un 
analbruité. Nous introduirons tout d'abord di�érents modèles de 
anaux de transmission. Puis nousnous interesserons à la 
apa
ité de 
es di�érents 
anaux de transmission et au théorème du 
odagede 
anal.6.2 Modèle de 
anaux de transmission6.2.1 Le 
anal binaire symétriqueLe 
anal binaire symétrique est le 
anal le plus simple possible puisque l'entrée et la sortie du
anal sont binaires.Ce 
anal est représenté par le graphe suivant :PSfrag repla
ements

X Y

11

1− p

1− p

p

p

00

Figure 6.1 � 
anal binaire symétriqueCe 
anal est 
ara
térisé par les 4 probabilités de transition suivantes :
P (Y = 0|X = 1) = P (Y = 1|X = 0) = p

P (Y = 0|X = 0) = P (Y = 1|X = 1) = 1− p (6.1)
p est appelé la probabilité d'inversion. 61
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P (X)

X = 0 q
X = 1 1− q

P (Y |X) X = 0 X = 1

Y = 0 1− p p
Y = 1 p 1− pOn dé�nit également les probabilités a priori P (X = 0) = q et P (X = 1) = 1− q.En utilisant la loi de Bayes, on peut 
al
uler P (X,Y ) et P (Y ) :

P (X,Y ) Y = 0 Y = 1

X = 0 q(1 − p) qp
X = 1 (1− q)p (1− q)(1−p)

P (Y )

Y = 0 q(1− p)+(1− q)p
Y = 1 qp + (1− q)(1 − p)Le 
anal binaire symétrique est sans mémoire : soit x et y respe
tivement les séquen
es d'entréeet de sortie 
omposées de n bits du 
anal : x = [x1, x2, . . . , xn], et y = [y1, y2, . . . , yn]. La relationsuivante justi�e l'absen
e de mémoire dans le 
anal :

P (Y1 = y1, . . . , Yn = yn|X1 = x1, . . . , Xn = xn) =

n
∏

i=1

P (Y = yi|X = xi)La probilité 
onditionnelle jointe est le produit des n probabilités 
onditionnelles P (Y = yi|X =
xi).L'entropie de la sour
e est :

H(X) = −q log2 q − (1− q) log2(1− q) (6.2)Cal
ulons H(X|Y) :
H(X |Y ) = −P (X = 0, Y = 0) log2(P (X = 0|Y = 0))

− P (X = 0, Y = 1) log2(P (X = 0|Y = 1))

− P (X = 1, Y = 0) log2(P (X = 1|Y = 0))

− P (X = 1, Y = 1) log2(P (X = 1|Y = 1)) (6.3)Sur la �gure 6.2 nous présentons les 
ourbes H(X |Y ) = f(q) pour un 
anal binaire symétriqueave
 p=0.1, 0.2 et 0.5.Si q = 0, 5 alors on a :
H(X |Y ) = −p log2(p)− (1 − p) log2(1− p) (6.4)6.2.2 Canaux dis
rets sans mémoireLe 
anal binaire symétrique est un 
as parti
ulier de la famille des 
anaux dis
rets sans mémoire.Les symboles en entrée de 
e 
anal sont M -aire et les symboles en sortie sont N -aire. Il est dé
ritpar un ensemble de NM probabilités 
onditionnelles de la forme P (Y = yj |X = xi) ≡ pij . Ce
anal est dé
rit par le graphe de la �gure 6.3.
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Figure 6.2 � entropie 
onditionnelle H(X |Y ) en fon
tion de q et p6.2.3 Canal à bruit blan
 additif gaussienLe 
anal à bruit blan
 additif gaussien est le 
anal à alphabet de sortie 
ontinu le plus impor-tant. Il permet de modéliser les 
anaux dont le bruit prédominant est le bruit thermique. Nous
onsidérerons que la bande o

upée par le signal en entrée du 
anal est en bande de base limitéeà B et que le bruit additif est stationnaire, blan
, gaussien et de densité spe
trale de puissan
eunilatérale N0. La puissan
e du bruit N est égale à :
N = N0B (6.5)A la ré
eption, le démodulateur optimal 
omprend un �ltre adapté limitant la bande de bruità B.Le théorème de l'é
hantillonnage implique que 2BT é
hantillons su�sent pour représenter lessignaux en entrée et en sortie du démodulateur pendant une durée T .Considérons une modulation bipodale où les symboles émis xi à l'instant i peuvent prendre lesamplitudes les valeurs +√

Eb ou −
√
Eb.A l'instant i, on peut exprimer la sortie yi du démodulateur optimal 
omme suit :

yi = xi + ni (6.6)
ni est l'é
hantillon réel de bruit blan
 
entré dont la densité de probabilité est gaussienne :

p(ni) =
1√
πN0

exp

(

− n2
i

N0

) (6.7)La varian
e de l'é
hantillon de bruit ni est égale à :
σ2 =

N

2B
=
N0

2Ainsi la densité de probabilité de yi 
onditionnellement à xi est :
p(yi|xi) =

1√
πN0

exp

{

− [yi − xi]
2

N0

} (6.8)6.3 Capa
ité d'un 
anal de transmission6.3.1 Introdu
tionCher
hons à résoudre le problème suivant : supposons que l'on transmet 1000 bits par se
onde(bits équiprobables P (X = 0) = P (X = 1) = 1
2 ) dans un 
anal binaire symétrique de paramètre
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PSfrag repla
ementsX Y

x1

x2

xi

xM

y1

y2

yj

yN

p11

pMNFigure 6.3 � 
anal dis
ret sans mémoire
p = 0.1. Quel est le débit d'information maximum qu'il est possible de transmettre ? on pourraitpenser que 
e débit est égal à 900 Sh/s en soustrayant le nombre d'erreurs par se
onde. Cependant
ette vue simpliste est erronée 
ar nous ne 
onnaissons pas la position de 
es erreurs. Par exemple,dans le 
as extrême où p = 0.5, nous avons en moyenne 500 erreurs par se
onde et au
uneinformation n'est transmise !Essayons maintenant de répondre à 
ette question.6.3.2 Capa
ité d'un 
anal de transmissionNous noterons X et Y les variables aléatoires asso
iées respe
tivement à l'entrée et à la sortiedu 
anal.dé�nition 1 : On dé�nit la 
apa
ité d'un 
anal de transmission par :

C = max I(X,Y ) (6.9)Ainsi, la 
apa
ité d'un 
anal de transmission est le maximum de l'information mutuelle moyenne.Nous verrons plus tard que la 
apa
ité telle qu'elle est dé�nie 
i-dessus est égale au plus grandnombre de bits d'information qui peuvent être transmis sur le 
anal ave
 un taux d'erreurs aussifaible que possible.Considérons tout d'abord le 
as où le 
anal de transmission est dépourvu de bruit. Dans 
e
as, sa 
apa
ité est la quantité d'information moyenne maximale que peut transporter 
ha
un dessymboles en entrée du 
anal.La 
apa
ité C s'exprime en Shannon/symbole . Il est également possible de l'exprimer enShannon/se
onde (on parle alors de 
apa
ité par unité de temps). Pour la distinguer de la 
apa
ité
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ette dernière C′. On a :
C′ = C ×Ds ave
 Ds débit symbole de la sour
e (6.10)En absen
e de bruit, la 
apa
ité C du 
anal est égale à log2Q. En e�et, la quantité d'informationmoyenne maximale s'obtient lorsque l'entropie de la sour
e est maximale soit lorsque les symboles

Q-aire de la sour
e sont équiprobables. On a alors :
C = HMAX(X) = log2Q (6.11)En présen
e de bruit, on a C < HMAX(X). Pour 
al
uler la 
apa
ité du 
anal de transmission,il faut déterminer la quantité d'information moyenne perdue dans 
elui-
i. Nous avons vu pré-
édemment que H(X |Y ) mesure l'in
ertitude résiduelle sur X 
onnaissant Y . Pour une bonne
ommuni
ation il est souhaitable que 
ette quantité soit nulle ou négligeable.La maximisation est réalisée sur l'ensemble de toutes les sour
es possibles. Si le 
anal estsans mémoire, 
ette maximisation est e�e
tuée sur l'ensemble des probabilités pi d'apparition dessymboles d'entrée.

H(X |Y ) 
orrespond à la quantité d'information moyenne perdue dans le 
anal.Lorsque le 
anal est sans bruit, on a H(X |Y ) = H(X |X) = 0 et don
 C = HMAX(X). Onretrouve la relation ( 6.11).
+

-

PSfrag repla
ements
H(X) I(X,Y )

H(X|Y ) = 0

PSfrag repla
ements
H(X,Y )

H(Y )

H(X)

I(X,Y )Figure 6.4 � 
as C = HMAX(X)Lorsque le 
anal est tellement bruyant que X et Y sont indépendants, on a H(X |Y ) = H(X).Dans 
e 
as parti
ulier la 
apa
ité du 
anal de transmission est nulle C = 0.
+

-

PSfrag repla
ements
H(X) I(X,Y ) = 0

H(X|Y ) = H(X)

PSfrag repla
ements
H(X,Y )

H(Y )

H(X)Figure 6.5 � 
as C = 0Lorsque l'entropie de la sour
e est égale à HMAX(X), H(X |Y ) ne dépend plus que du 
analde transmission utilisé. Si H(X |Y ) est non négligeable (
as du 
anal bruyant), il ne sera paspossible d'e�e
tuer une 
ommuni
ation sans erreur en reliant dire
tement la sour
e au 
anal detransmission. Il faut don
 pla
er un élément appelé 
odeur de 
anal entre la sour
e et le 
anal detransmission. La �gure 6.6 présente le nouveau système de 
ommuni
ation 
omprenant un 
odeurde 
anal, le 
anal bruité et un dé
odeur de 
anal.Pour 
e nouveau système, on peut dé�nir l'information mutuelle moyenne I(U, V ) = H(U)−
H(U |V ). Le r�le du 
odage de 
anal est de rendre la quantité d'information moyenneH(U |V ) aussifaible que souhaité. Il est alors possible de transmettre au travers de 
e 
anal bruité une quantitéd'information moyenneH(U) ave
 le 
ritère de qualité souhaité. Bien entendu, on a H(U) < H(X)à 
ause de la redondan
e apportée par le 
odage de 
anal.Nous allons maintenant énon
er le théorème fondamental du 
odage de 
anal.
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PSfrag repla
ements

CODEUR DECODEURCANALU VX Y

H(U) H(X) I(U, V )I(X,Y )Figure 6.6 � système de 
ommuni
ation ave
 
odage de 
anal6.3.3 Théorème fondamental du 
odage de 
analIl existe un 
odage de 
anal permettant de garantir une 
ommuni
ation ave
 un taux d'er-reurs aussi faible que souhaité à la 
ondition que la quantité d'information moyenne entrant dansl'ensemble 
odeur-
anal-dé
odeur soit inférieure à la 
apa
ité C du 
anal [30℄ :
H(U) < C (6.12)En multipliant les deux termes de 
ette inégalité par Ds le débit de la sour
e on obtientl'inégalité entre le débit maximum d'information binaire Db et la 
apa
ité par unité de temps :

Db < C′ (6.13)La démonstration de 
e théorème est basée sur le prin
ipe du 
odage aléatoire. Les travauxde Shannon ne donnaient pas de solution pour réaliser pratiquement un 
odeur et un dé
odeur.Depuis 1948, les 
her
heurs ont proposé des 
odes 
orre
teurs d'erreurs et des algorithmes dedé
odage de 
omplexité raisonnable permettant de s'appro
her de 
ette limite théorique. Ce n'estqu'en 1993 ave
 la dé
ouverte des Turbo 
odes [4℄ et en 1995 ave
 la redé
ouverte des 
odes LDPC[25℄ qu'il a en�n été possible de s'appro
her à moins de 1 dB de 
ette limite.6.3.4 Capa
ité d'un 
anal binaire symétriqueLe 
anal binaire symétrique est simplement dé
rit par la probabilité d'erreur p.Sur la �gure 6.7 nous présentons les 
ourbes I(X,Y ) = f(q) pour un 
anal binaire symétriqueave
 p=0.0,0.1, 0.2 et 0.5.
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p=0.5 Figure 6.7 � information mutuelle I(X,Y ) en fon
tion de q et pNous pouvons voir sur 
ette �gure que l'information mutuelle est maximisée lorsque les pro-babilités d'entrée sont identiques : P (X = 0) = P (X = 1) = q = 1/2.
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ourbe I(X,Y ) = f(p) pour un 
anal binaire symétriqueave
 q=0.5. On a alors :
I(X,Y ) = H(X)−H(X |Y ) = 1 + p log2(p) + (1 − p) log2(1− p) (6.14)Comme attendu, l'information mutuelle est maximale lorsque p = 0. Ainsi la 
apa
ité du 
analbinaire symétrique est égale à 1 Shannon/symbole.
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probabilité p Figure 6.8 � information mutuelle I(X,Y ) en fon
tion de p pour q = 0.56.3.5 Capa
ité d'un 
anal à bruit blan
 additif gaussienPour déterminer la 
apa
ité d'un 
anal à bruit blan
 additif gaussien, nous allons tout d'abord
al
uler l'information mutuelle moyenne I(X,Y ) bien que les variables aléatoires X et Y soient
ontinues. Pour 
e faire, introduisons l'entropie di�érentielle HD(V ) d'une variable aléatoire V :
HD(V ) = −

∫ +∞

−∞
p(v) log2 p(v)dv (6.15)L'information mutuelle peut s'exprimer alors ainsi :

I(X,Y ) = HD(Y )−HD(Y |X)

= HD(Y )−HD(X + Z|X)

= HD(Y )−HD(Z|X)

= HD(Y )−HD(Z) (6.16)
ar Z la variable aléatoire asso
iée au bruit est indépendante de X .Cal
ulons l'entropie di�érentielleHD(V ) de V , variable aléatoire gaussienne 
entrée de varian
e
σ2
v . On a :

HD(V ) = − 1√
2πσv

∫ +∞

−∞
exp

(−v2
2σ2

v

)

log2

[

1√
2πσv

exp

(−v2
2σ2

v

)]

dv (6.17)
= − 1√

2πσv

∫ +∞

−∞
exp

(−v2
2σ2

v

)[

log2

(

1√
2πσv

)

− v2

2σ2
v ln 2

]

dv (6.18)Puisque log2

(

1√
2πσv

) ne dépend pas de v et que
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1√
2πσv

∫ +∞

−∞
exp

(−v2
2σ2

v

)

= 1on peut extraire le premier membre sous l'intégrale. On obtient alors :
HD(V ) = log2

(√
2πσv

)

+
1√
2πσv

∫ +∞

−∞

v2

2σ2
v ln 2

exp

(−v2
2σ2

v

)

dv (6.19)Par dé�nition,
E(V 2) =

1√
2πσv

∫ +∞

−∞
v2 exp

(−v2
2σ2

v

)

dv = σ2
v (6.20)Finalement, on obtient don
 :

HD(V ) =
1

2 ln 2
+ log2

(√
2πσv

) (6.21)On peut montrer que le maximum de I(X,Y ) s'obtient lorsque la densité de probabilité de Xest gaussienne, 
entrée et de varian
e σ2
x. La varian
e du bruit Z est égale à σ2

n = N0

2 où N0 estla densité spe
trale unilatérale du bruit blan
 gaussien.Cal
ulons la varian
e de Y :
E(Y 2) = E(X + Z)2 = E(X)2 + 2E(XZ) + E(Z)2 = E(X)2 + E(Z)2 = σ2

x +
N0

2
(6.22)A partir de (6.16) on dérive la 
apa
ité du 
anal BBAG :

C = max I(X,Y )

= log2
√

π(2σ2
x +N0)− log2

√

πN0

=
1

2
log2

(

1 +
2σ2

x

N0

) en Shannon/symbole (6.23)Introduisons P la puissan
e moyenne du signal X . En 
onsidérant une fréquen
e d'é
hantillo-nage égale à 2B, nous avons 2BT é
hantillons pendant une durée T . On a alors :
P =

1

T

∫ T

0

E[x2(t)]dt

=
1

T

2BT
∑

i=1

E(x2i )

=
1

T

2BT
∑

i=1

σ2
x

= 2Bσ2
x (6.24)On obtient �nalement à partir (6.23) de l'expression 
lassique de la 
apa
ité d'un 
anal BBAG :

C =
1

2
log2(1 + P

N

) en Shannon/symb (6.25)La 
apa
ité C est une 
apa
ité par symbole 
'est-à-dire par é
hantillon du signal. Certainsauteurs parlent de 
apa
ité par dimension souvent exprimée en bit/dimension.
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Figure 6.9 � Capa
ité d'un 
anal à bruit blan
 additif gaussien.La �gure (6.9) présente la 
ourbe de la 
apa
ité C du 
anal BBAG en fon
tion du rapport signalà bruit SNR = P
N . On peut observer que pour SNR > 5dB, la 
apa
ité C est bien approximéepar la fon
tion linéaire C ≈

1
2 log2 (SNR).En multipliant (6.25) par la fréquen
e d'é
hantillonage 2B, on obtient �nalement l'expressionde la 
apa
ité par unité de temps suivante :

C′ = Blog2(1 + P

N

) en Shannon/se
 (6.26)ave
 N puissan
e du bruit N = BN0Lorsque le rapport signal à bruit est grand, on peut approximer la 
apa
ité du 
anal BBAG
omme suit :
C′ = Blog2(1 + P

N

)

≈ B
log10(P/N)

log10 2
≈ B

3
(P/N)dB6.3.6 Représentation géométriqueIl est également possible de démontrer géométriquement que pour garantir une transmissionsans erreur, la quantité d'information moyenneH(U) ne peut pas être supérieure à 1

2 log2

(

1 +
2σ2

x

σ2
n

)On rappelle la relation ve
torielle entre le ve
teur émis x et le ve
teur reçu y de dimension D
y = x+ n (6.27)

n = (n1, n2, . . . , nD) est le ve
teur bruit 
omposé de D 
omposantes indépendantes gaussiennesde varian
e σ2
n = N0

2 . La densité de probabilité du ve
teur n s'exprime 
omme suit :
p(n) =

1

(2πσ2
n)

D/2
exp

(

−
∑D

i=1 n
2
i

2σ2
n

) (6.28)



70 CHAPITRE 6. INTRODUCTION AU CODAGE DE CANALPour D tendant vers l'in�ni, nous avons montré dans l'annexe 1 que le ve
teur de bruit 1 est
on
entrée à la surfa
e de la sphère à D dimensions de rayon √Dσ2
n.Le ve
teur émis x est généré aléatoirement ave
 une varian
e σ2

x et une distribution gaussiennea�n de maximiser la 
apa
ité :
p(x) =

1

(2πσ2
x)

D/2
exp

(

−
∑D

i=1 x
2
i

2σ2
x

) (6.29)Pour la même raison que pré
édemment, la norme du ve
teur x est 
on
entrée à la surfa
e dela sphère de rayon √D.σ2
x. Comme la puissan
e du signal reçu est égale à la somme σ2

x + σ2
n, leve
teur 
orrespondant au signal reçu quelque soit le signal émis se trouve à la surfa
e de la sphèreà D dimension de rayon √D(σ2

x + σ2
n).On souhaite réaliser une transmission sans erreur d'une quantité d'information moyenneH(U) =

1
D log2M , où M = 2DH(U) est le nombre de signaux émis possibles. Pour 
e faire, il faut que lessphères de bruit soient disjointes. Ainsi le volume des M sphères de bruit doit être inférieur auvolume de la sphère de rayon√D(σ2

x + σ2
n). Rappelons que le volume d'une sphère à D dimensionet de rayon r est donné par

V (r,D) =
πD/2

Γ(D/2 + 1)
rD (6.30)où Γ(.) est la fon
tion fa
torielle d'Euler 2Ainsi, on doit avoir :nombre de signaux distinguables =M ≤ V (
√

D(σ2
x + σ2

n), D)

V (
√

D.σ2
n, D)

(6.31)Cette idée est illustrée sur la �gure 6.10.
e

)( 22
nxD σσ +

2
nDσ

Figure 6.10 � Répartition des sphères de bruit.L'expression se simpli�e 
omme suit :
M ≤ (D(σ2

x + σ2
n))

D/2

(D.σ2
n)

D/2
(6.32)On obtient l'inégalité suivante :

M ≤
(

σ2
x + σ2

n

σ2
n

)D/2 (6.33)1. norme du ve
teur de bruit = √

∑D
i=1 n

2
i2. la fon
tion fa
torielle d'Euler Γ(.) est dé�nie 
omme suit :

Γ(n) = (n− 1)! ave
 n ∈ N∗

Γ(n+ 1/2) =
(2n)!

22n.n!
.
√
π ave
 n ∈ N

∗

Γ(1/2) =
√
π
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rit alors :
H(U) ≤ 1

2
log2

(

1 +
σ2
x

σ2
n

) (6.34)Finalement 
omme la 
apa
ité C est la plus grande valeur que peut prendre la quantité d'in-formation moyenne H(U), on retrouve la formule de la 
apa
ité du 
anal BBAG :
C =

1

2
log2

(

1 +
σ2
x

σ2
n

) Sh/dim (6.35)Lorsque la bande passante est limitée, la dimension D est égale à D = 2BT ave
 B bandepassante du système et T durée de la transmission. La puissan
e du bruit est égale à N = N0B =
2Bσ2

n et la puissan
e moyenne du signal X est égale à P = 2Bσ2
x. Alors la 
apa
ité C′ par unitéde temps est :

C′ = B log2

(

1 +
P

N

)

= B log2

(

1 +
P

N0B

) en Shannon/se
 (6.36)Exemple : Considérons la ligne téléphonique dont le rapport signal à bruit P/N est de l'ordrede 30 dB et la bande passante est limitée à B= 3.5kHz. La 
apa
ité est d'environ 35 Kb/s. Ildevrait don
 être possible en utilisant des 
odes 
orre
teurs et des modulations performantes detransmettre sur 
ette ligne jusqu'à 35 Kb/s sans erreur de transmission. La norme V.34 sur lesmodems permet d'atteindre 33.6 Kb/s 
e qui est pro
he de la limite théorique.Soit Eb l'énergie moyenne par bit d'information et Es l'énergie moyenne par symbole. On a :
P =

Es

Ts
=
Eb

Tb
(6.37)

Ts et Tb sont respe
tivement la durée de transmission d'un symbole et d'un bit d'information (en
onsidérant le 
as d'une modulation M-aire M = 2g et un 
ode de rendement R on a Ts = gRTb).On a la relation suivante entre le rapport signal à bruit P/N et le rapport Eb/N0 :
P

N
=

Es

N0BTs
=

Eb

N0BTb
= η

Eb

N0
(6.38)

η est l'e�
a
ité spe
trale en bits/se
/Hz :
η =

Db

B
ave
 Db =

1

Tb
débit binaire d'information (6.39)L'e�
a
ité spe
trale maximale η est maximale lorsque la bande passante est minimale soit Bmin =

1/Ts, on a :
ηmax =

1

TbBmin
=
Ts
Tb

(6.40)En 
onsidérant que le débit binaire est égal à la 
apa
ité du 
anal (Db = C′), l'e�
a
itéspe
trale ηmax s'é
rit aussi :
ηmax =

C′

B
= log2(1 + ηmax

Eb

N0

) en bits/se
/Hz (6.41)



72 CHAPITRE 6. INTRODUCTION AU CODAGE DE CANALCette équation peut s'é
rire en
ore :
Eb

N0
=

2ηmax − 1

ηmax
(6.42)La valeur minimale de Eb/N0 pour une 
ommuni
ation sans erreur s'obtient lorsque l'e�
a
itéspe
trale maximale tend vers zéro (la bande passante tend vers l'in�ni). On obtient :

lim
ηmax→0

Eb

N0
= ln 2 soit Eb

N0

∣

∣

∣

∣

dB

= −1.59 dB (6.43)La �gure 6.11 présente la 
ourbe de l'e�
a
ité spe
trale maximale en fon
tion du rapport
Eb/N0. Comme exemple, nous avons également donné les rapports Eb/N0 pour un taux d'erreurbit de 10−5 des systèmes utilisant une modulation de phase à 2 et 4 états (MDP2 et MDP4) sans
odage. Les performan
es de 
es systèmes de 
ommuni
ation sont respe
tivement à 9.5 dB et 7.75dB de la limite de Shannon. L'ajout d'un 
ode 
onvolutif (133,171) de rendement R = 1/2 à unsystème utilisant une modulation MDP2 apporte un gain de 5.1 dB par rapport au système sans
odage. La 
on
aténation de 
e 
ode 
onvolutif ave
 un 
ode Reed-Solomon (255,223) proposée parForney [11℄ permet de s'appro
her à 2.5 dB de la limite de Shannon. Le dernier point 
orrespondaux performan
es obtenues en utilisant les 
odes 
onvolutifs 
on
aténés en parallèle ou Turbo
odes introduits en 1993 par Berrou et al. [4℄
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BPSKPSfrag repla
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η m
a
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Eb/N0 (dB)Figure 6.11 � E�
a
ité spe
trale maximale d'un 
anal à bruit blan
 additif gaussien.
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Chapitre 7Codes 
orre
teurs d'erreurs en blo
7.1 Introdu
tionDans 
e paragraphe nous étudierons les aspe
ts prin
ipaux des 
odes 
orre
teurs d'erreurs.Pour une étude plus exhaustive, nous renvoyons le le
teur à l'ouvrage de M
William et Sloane [23℄et aux livres en français de Cohen [8℄ et Battail [1℄.L'obje
tif du 
odage de 
anal est de protéger les données issues du 
odage de sour
e 
ontreles erreurs de transmission. Une première solution 
onsiste à utiliser un 
odage aléatoire puisquenous avons vu pré
édemment que 
e 
odage permet d'atteindre la limite du théorème du 
odagede 
anal lorsque N → +∞. Nous allons 
ependant voir que 
ette te
hnique n'est pas envisageablepratiquement.Soit un 
ode C en blo
 binaire aléatoire (N,K) 
omprenant 2K mots de 
ode. Chaque motd'information 
omposé de K bits est asso
ié à un mot de 
ode unique 
omposé de N bits.Pour réaliser un 
odeur aléatoire, il faut tout d'abord 
onstruire une liste de 2K mots de 
ode.Cha
un des mots de 
ode est 
omposé de N bits tirés aléatoirement. L'opération de 
odage 
onsisteà asso
ier à 
haque mot d'information une adresse unique qui servira ensuite pour lire le mot de
ode 
orrespondant.Le 
ontenu de la liste ne présentant au
une stru
ture parti
ulière, l'opération de dé
odageimplique de faire la 
omparaison exhaustive du mot reçu en sortie du 
anal ave
 l'ensemble des 2Kmots de 
ode avant de déterminer le mot de 
ode le plus probable. La 
omplexité du dé
odeur 
roitexponentionellement ave
 K et rend 
ette te
hnique presque toujours inutilisable en pratique.L'impossibilité pratique d'utiliser le 
odage aléatoire nous amène don
 à utiliser des 
odespossédant une stru
ture algébrique 
omme par exemple la linéarité et rendant ainsi les opérationsde 
odage et de dé
odage plus simples à e�e
tuer.Ces 
odes doivent de plus être adaptés aux types d'erreurs de transmission (aléatoire, isolé oupar paquets).Nous nous intéresserons aux trois prin
ipales familles de 
odes suivantes :-les 
odes en blo
 linéairesUn 
ode en blo
 q-aire (N,K) est un ensemble 
omprenant qK mots de 
ode. On asso
ie à
haque mot d'information 
omposé de K symboles q-aire un mot de 
ode 
omposé de N symboles
q-aire. Chaque mot de 
ode ne dépend que d'un mot d'information. La linéarité signi�e que les Nsymboles du mot 
ode sont obtenus par 
ombinaison linéaire desK symboles du mot d'information.Les séquen
es d'information ou d'entrée sont dé
oupées par mot de K symboles q-aire.-les 
odes 
onvolutifs 74
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e des 
odes en blo
, pour un 
ode 
onvolutif de rendement k/n, le mot de 
ode
omposé de n symboles dépend du mot d'information de k symboles mais aussi d'un nombre �nide mot d'information pré
édent. Les séquen
es d'entrée et de sortie sont de longueur in�nie.-les 
odes 
on
aténésCes 
odes s'obtiennent par 
on
aténation de 
odes en blo
 linéaires ou de 
odes 
onvolutifs.7.2 Les 
orps �nis7.2.1 Rappel sur les 
orpsUn 
orps F est un ensemble non vide muni de deux lois de 
omposition internes, l'addition etla multipli
ation et satisfaisant les axiomes suivants :1- F est un groupe 
ommutatif par rapport à l'addition (asso
iativité, élément neutre noté 0, sy-métrique, 
ommutativité)2- la multipli
ation est asso
iative : si a, b, c ∈ F , alors a(bc) = (ab)c3- la multipli
ation est 
ommutative : si a, b ∈ F , alors ab = ba4- la multipli
ation est distributive à droite et à gau
he par rapport à l'addition : si a, b, c ∈ F ,alors a(b+ c) = ab+ ac et (a+ b)c = ac+ bc5- le 
orps 
ontient un élément neutre noté 1 pour la multipli
ation6- tout élément de F non nul est inversible ; si a ∈ F (a 6= 0), a−1 est son inverse ave
 aa−1 = 17.2.2 Les 
orps de GaloisUn 
orps de Galois est un 
orps �ni possédant q éléments. Il est noté GF (q) (Galois Fielden anglais) ou Fq. Il est possible de 
onstruire un 
orps de Galois à 
ondition que q soit unnombre premier ou soit de la forme q = pm ave
 p nombre premier. Lorsque q est un nombrepremier, l'addition et la multipli
ation dans le 
orps �ni GF (q) 
orrespondent à l'addition et lamultipli
ation modulo q. Tout 
orps de Galois doit 
ontenir au moins les éléments neutres 0 et 1.Ainsi, le 
orps de Galois le plus simple est le 
orps GF (2).exemple 1 : addition et multipli
ation dans GF (2)+ 0 10 0 11 1 0 * 0 10 0 01 0 1exemple 2 : addition et multipli
ation dans GF (5)+ 0 1 2 3 40 0 1 2 3 41 1 2 3 4 02 2 3 4 0 13 3 4 0 1 24 4 0 1 2 3
* 0 1 2 3 40 0 0 0 0 01 0 1 2 3 42 0 2 4 1 33 0 3 1 4 24 0 4 3 2 1Un 
orps de Galois GF (pm) est isomorphe au 
orps des polyn�mes à 
oe�
ients dans GF (p)modulo un polyn�me irrédu
tible dans GF (p) et de degré m. GF (p) est appelé 
orps de base.



76 CHAPITRE 7. CODES CORRECTEURS D'ERREURS EN BLOC7.3 Codes en blo
 linéaires binairesUn 
ode C en blo
 linéaire q-aire (N,K) est un ensemble 
omprenant qK mots de 
ode. Onasso
ie à 
haque mot d'information 
omposé de K symboles q-aire un mot de 
ode 
omposé de
N symboles q-aire. Un 
ode en blo
 est linéaire si les N symboles du mot 
ode sont obtenus par
ombinaison linéaire des K symboles du mot d'information. Cette propriété permet en parti
ulierde dé
rire l'opération de 
odage sous une forme matri
ielle.Dans la suite, nous nous intéresserons aux 
odes en blo
 linéaires binaires pour lesquels on a
q = 2. Il faut pré
iser qu'un 
ode linéaire en blo
 q-aire (N,K) ave
 q = 2p peut être vu 
ommeun 
ode en blo
 linéaire binaire (pK, pN).Il est pratique de représenter les mots d'information et les mots de 
ode par des ve
teurs. Soitu = [u1, u2, . . . , uK ] un mot d'information 
omposé de K bits d'information et 
 = [c1, c2, . . . , cN ]le mot de 
ode asso
ié 
omposé de N bits. On a la relation matri
ielle suivante entre le motd'information u et le mot de 
ode asso
ié 
 :

c = uG (7.1)
G est la matri
e génératri
e du 
odeur de dimension K ×N .

G =











g1

g2...
gK











=











g11 g12 . . . g1N
g21 g22 . . . g2N... ... . . . ...
gK1 gK2 . . . gKN











(7.2)Chaque mot de 
ode est une 
ombinaison linéaire des ve
teurs gi de G. Ainsi don
, un 
odeen blo
 linéaire peut être dé�ni 
omme un sous espa
e ve
toriel à K < N dimensions 
onstruitsuivant (7.2).Il est toujours possible en 
ombinant les lignes entre elles de mettre la matri
e génératri
e Gsous la forme systématique suivante :
G = [IK P] =











1 0 0 . . . 0 p11 p12 . . . p1N−K

0 1 0 . . . 0 p21 p22 . . . p2N−K... ... ... . . . ... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1 pK1 pK2 . . . pKN−K











(7.3)Exemple 1 : 
ode de répétition C1 (3, 1) :
G =

(

1 1 1
) (7.4)On répète 3 fois 
haque bit d'information :

c1 = c2 = c3 = u1Exemple 2 : 
ode de parité C2 (3, 2) :
G =

(

1 0 1
0 1 1

) (7.5)
c3 est le bit de 
ontr�le de parité :

c3 = u1 + u2Chaque mot de 
ode a un nombre pair de 1. Les mots de 
ode du 
ode C2 sont 000, 011, 110, 101.La �gure 7.1 donne une représentation graphique de 
e 
ode dans un espa
e à 3 dimensions.Exemple 3 : 
ode C3 (7, 4) ave
 la matri
e génératri
e suivante :
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u
1


u
2


c
3


000


110


101


011


Figure 7.1 � Code de parité C2 (3, 2).
G =









1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1









(7.6)I
i, la matri
e génératri
e sous la forme systématique s'obtient simplement en ajoutant les lignes 3et 4 à la ligne 1, et la ligne 4 à la ligne 2. Cette te
hnique de 
ombinaison de ligne permet toujoursde 
onvertir une matri
e génératri
e quel
onque en une matri
e génératri
e systématique.On peut véri�er que la forme systématique de 
ette matri
e génératri
e est la suivante :
G =









1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1









(7.7)Les trois bits de parité sont obtenus 
omme suit :
c5 = u1 + u2 + u3

c6 = u2 + u3 + u4

c7 = u1 + u2 + u47.3.1 Propriétés et dé�nitionsrendement : le rendement R d'un 
ode en blo
 (N,K) est égal à :
R =

K

N
(7.8)linéarité : soit 
1 et 
2 deux mots de 
ode du 
ode C, et α1 et α2 deux éléments du 
orps�ni. La linéarité implique que α1
1+α2
2 est aussi un mot de 
ode de C. Par 
onséquen
e, le mot
0 = [00 . . . 0] est toujours un mot de 
ode d'un 
ode linéaire. On appellera 
e mot de 
ode le motde 
ode nul.distan
e de Hamming : soit 
1 et 
2 deux mots de 
ode du 
ode C de longueur N , la distan
ede Hamming dH(
1, 
2) est égale aux nombres de bits qui di�érent.Exemple : 
1 = [001100] et 
2 = [001111], dH(
1, 
2) = 2poids de Hamming : le poids de Hamming w(
) d'un mot de 
ode binaire 
 est égal aunombre de bits non nuls de 
e mot de 
ode.Exemple : 
 = [001100] , w(
) = 2
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e minimale : La distan
e minimale dmin du 
ode C est le nombre de bits qui di�érententre les deux mots de 
ode les plus pro
hes au sens de la distan
e de Hamming :
dmin = min

i,j,i6=j
dH(
i, 
j) (7.9)Lorsque le 
ode est linéaire, la distan
e minimale dmin est égale au poids de Hamming minimaldu 
ode C (en ex
luant le mot de 
ode nul 
0 ) :

dmin = min
i,i6=0

w(
i) (7.10)Jusqu'à ré
emment, la distan
e minimale était l'unique 
ritère pour évaluer les performan
es d'un
ode 
orre
teur d'erreurs. Ce 
ritère a été 
ritiqué suite à l'avènement de familles de 
odes trèsperformants imitant le 
odage aléatoire [4℄ [1℄.Exemple : dmin(
ode C1)=3 ; dmin(
ode C2)=2 ; dmin(
ode C3)=3.7.3.2 Fon
tions d'énumération de poidsLes fon
tions d'énumération de poids permettent d'étudier les performan
es des 
odes 
orre
-teurs d'erreurs en blo
 linéaires.Dé�nition 1 : la fon
tion d'énumération de poids WEF (weight enumerator fun
tion en an-glais) d'un 
odeur binaire en blo
 systématique (N,K) est dé�nie 
omme suit :
A(D) =

N
∑

d=0

AdD
d (7.11)

Ad est le nombre de mots de 
ode de longueur N de poids d.Dé�nition 2 : la fon
tion d'énumération de poids IRWEF (input redundan
y weight enume-rator fun
tion en anglais) d'un 
odeur binaire en blo
 systématique (N,K) est dé�nie 
ommesuit :
A(W,Z) =

K
∑

w=0

N−K
∑

z=0

Aw,zW
wZz (7.12)

Aw,z est le nombre de mots de 
ode de longueur N dont le poids de la séquen
e des bits d'infor-mation est égal à w et dont le poids de la séquen
e des bits de redondan
e est égal à z.La fon
tion IRWEF peut aussi s'é
rire :
A(W,Z) =

K
∑

w=0

A(w,Z)Ww (7.13)ave

A(w,Z) =

N−K
∑

z=0

Aw,zZ
z (7.14)Exemple : 
ode de parité (3,2)Les fon
tions d'énumération WEF et IRWEF pour le 
ode de parité (3,2) sont don
 les sui-vantes :

A(D) = 1 + 3D2

A(W,Z) = 1 + 2WZ +W 2



7.4. DÉCODAGE À ENTRÉES DURES DES CODES EN BLOC LINÉAIRES BINAIRES 79Table 7.1 � Enumération des poids des mots d'information et des mots de 
ode pour le 
ode deparité (3,2) u x w z d00 00 0 0 0 001 01 1 1 1 210 10 1 1 1 211 11 0 2 0 27.3.3 Matri
e de 
ontr�leAsso
ié à 
haque 
ode C linéaire en blo
 binaire (N,K) il existe un 
ode linéaire en blo
 binairedual (N,N −K). Soit H la matri
e génératri
e de 
e 
ode dual. Cha
un des mots de 
ode 
 du
ode C est orthogonal à tous les mots de 
ode du 
ode dual :
HT = 0Puisque 
ette relation est valide pour tous les mots de 
ode du 
ode C, on a la relation entre lamatri
e génératri
e G du 
ode C et H : GHT = 0Si la matri
e génératri
e G est systématique de la forme (7.3), H est de la forme suivante :
H = [PT IN−K ] =











p11 p21 . . . pK1 1 0 0 . . . 0
p12 p22 . . . pK2 0 1 0 . . . 0... ... . . . ... ... ... ... . . . ...

p1N−K p2N−K . . . pKN−K 0 0 0 . . . 1











(7.15)La matri
e H est appelée matri
e de 
ontr�le ou matri
e de parité du 
ode Cexemple 3 (suite) : la matri
e de 
ontr�le du 
ode C3 (7, 4) est la suivante :
H =





1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1



 (7.16)Cha
une des 3 lignes de la matri
e de parité 
orrespond à une équation de parité (addition mo-dulo 2) liant di�érents bits de la séquen
e de sortie c = (c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7) = (u1, u2, u3, u4, c5, c6, c7).










u1 + u2 + u3 + c5 = 0 n÷ud T1

u2 + u3 + u4 + c6 = 0 n÷ud T2

u1 + u2 + u4 + c7 = 0 n÷ud T3

(7.17)On retrouve les équations de parité 
al
ulées dans l'exemple 3.7.4 Dé
odage à entrées dures des 
odes en blo
 linéaires bi-nairesLe dé
odage à entrées dures signi�e que les é
hantillons en entrée du dé
odeur sont binaires.Ce
i 
orrespond au 
as d'un 
anal à sorties binaires ou à l'appli
ation d'un seuillage des é
hantillonsen sortie du 
anal de transmission.
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odage à entrées pondérées signi�e que les é
hantillons en entrée du dé
odeur sont d'am-plitude 
ontinus ou quanti�és sur quelques bits (au moins 3 bits en général)Dans 
e 
hapitre, nous nous intéresserons uniquement au dé
odage à entrées dures.Le mot reçu y est la somme modulo 2 du mot de 
ode émis 
 et d'un ve
teur d'erreurs ey = 
+ e (7.18)Une première appro
he pour le dé
odage 
onsiste à 
omparer le mot reçu y ave
 l'ensemble des
2K mots de 
ode du 
ode C. Pour minimiser la probabilité d'erreurs mots, le dé
odeur 
hoisit alors
omme mot de 
ode estimé 
̂ le mot de 
ode le plus près du mot reçu y au sens de la distan
e deHamming. Cette appro
he est 
ependant très 
omplexe à mettre en ÷uvre et présente un interêtpratique très limité.En multipliant le mot reçu y par la matri
e de parité transposée HT , on obtient le syndromed'erreurs s de dimension 1× (N −K) :s = yHT

= 
HT + eHT

= eHT 
ar 
HT = 0 (7.19)En l'absen
e d'erreurs de transmission, le syndrome d'erreurs s est le ve
teur nul.Nous allons présenter deux autres méthodes de dé
odage : la méthode du tableau standard etle dé
odage par syndrome.7.4.1 Méthode du tableau standardPuisque le syndrome d'erreurs peut prendre 2N−K valeurs di�érentes, une valeur de syndromed'erreurs s 
orrespond à 2N/2N−K = 2K ve
teurs d'erreurs possibles. La méthode du tableaustandard 
onsiste à partitionner l'espa
e ve
toriel à N dimension en 2K 
lasses disjointes. Cha
unedes 
lasses 
orrespond à un mot de 
ode.Le tableau standard 7.5 est 
onstruit de la manière suivante :- la première ligne 
ontient les 2K mots de 
ode en 
ommençant par le mot de 
ode nul.- sous le mot de 
ode nul, on liste l'ensemble des ve
teurs d'erreurs à 
ommen
er par les motifsd'erreurs de poids 1 puis le 
as é
héant les motifs d'erreurs de poids 2 (si N ≤ 2N−K), jusqu'àavoir rempli les 2N−K 
ases de la première 
olonne.- sous 
ha
un des mots de 
ode de la première ligne, on fait �gurer la somme du mot de 
ode etdu ve
teur d'erreurs 
orrespondant.
0 
1 
2 . . . 
2K−1
0 + e1 
1 + e1 
2 + e1 . . . 
2K−1 + e1
0 + e2 
1 + e2 
2 + e2 . . . 
2K−1 + e2... ... ... . . . ...
0 + e2N−K−1 
1 + e2N−K−1 
2 + e2N−K−1 . . . 
2K−1 + e2N−K−1Table 7.2 � Tableau standardChaque rangée fournit un sous ensemble de mots ou 
lasse (
oset en anglais) 
orrespondant àun syndrome et un représentant 
ommun appelé 
hef de 
lasse(
oset leader en anglais). Le 
hef de
lasse est le ve
teur d'erreurs le plus vraisemblable parmi les mots de 
e sous-ensemble.Le dé
odage 
onsiste don
 à re
her
her dans le tableau la 
olonne dans laquelle se trouve lemot reçu. Le résultat du dé
odage sera le mot de 
ode situé en première ligne de 
ette 
olonne.
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ore très 
omplexe et a surtout un interêt pédagogique !7.4.2 Dé
odage par syndromeNous avons vu que le syndrome d'erreurs peut prendre 2N−K valeurs di�érentes. Le dé
odagepar syndrome 
onsiste tout d'abord à 
al
uler le syndrome d'erreurs 
orrespondant au mot reçu.Ensuite, on asso
ie au syndrome le ve
teur d'erreurs estimé 
orrespondant ê. Il su�t don
 desto
ker dans une table de 
orrespondan
e les syndromes et ve
teurs d'erreurs.ê sê0 s0ê1 s1ê2 s2... ...ê2N−K−1 s2N−K−1Table 7.3 � Table de syndromeLe mot de 
ode estimé 
̂ est alors : 
̂ = y+ ê (7.20)Cette méthode bien que moins 
omplexe que la méthode du tableau standard n'est 
ependantappli
able que pour des 
odes relativement simples (
odes sa
hant 
orriger 1 ou 2 erreurs au maxi-mum). Il faut en e�et e�e
tuer le produit matri
iel yHT et mémoriser 2N−K ve
teurs d'erreurs.Par exemple la table pour le dé
odage d'un 
ode de Golay (23,12) né
essite une mémoire de 2048mots de 23 bits.exemple (suite) : 
onsidérons le 
ode C4 (5,2) dé�ni par la matri
e génératri
e suivante :
G =

(

1 0 1 0 1
0 1 0 1 1

) (7.21)et la matri
e de parité asso
iée H suivante :
H =





1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 1 0 0 1



 (7.22)Le tableau standard est donné 
i-dessous :00000 01011 10101 11110 00000001 01010 10100 11111 00100010 01001 10111 11100 01000100 01111 10001 11010 10001000 00011 11101 10110 01110000 11011 00101 01110 10111000 10011 01101 00110 11010010 11001 00111 01100 111Table 7.4 � Tableau standard pour le 
ode (5,2)Il faut souligner qu'il existe plusieurs 
hoix pour les deux dernières lignes du tableau.



82 CHAPITRE 7. CODES CORRECTEURS D'ERREURS EN BLOCConsidérons le mot d'information u = [11].Le mot de 
ode asso
ié est 
 = [11110].On peut véri�er que le syndrome asso
ié à 
e mot de 
ode est nul : s = [000]Supposons qu'une erreur survienne dans la transmission sur le 4-ième bit du mot émis : e =
[00010]Le mot reçu est alors y = [11100]En utilisant le tableau on trouve dire
tement 
̂ = [11110]. Le dé
odeur a pu 
orriger 
etteerreur.Utilisons maintenant la méthode du syndrome. Pour 
onstruire la table de syndrome, nous
al
ulons le syndrome 
orrespondant à 
haque ve
teur d'erreur.La table de dé
odage par syndrome est la suivante :ê s00000 00000001 00100010 01000100 10001000 01110000 10111000 11010010 111Table 7.5 � Table de syndrome pour le 
ode (5,2)Le 
al
ul du syndrome asso
ié au mot reçu y donne s = yHT = [010].En utilisant 
ette table de dé
odage par syndrome on trouve ê = [00010]. En ajoutant leve
teur d'erreurs estimé ê au mot reçu r on retrouve bien 
̂ = [11110].On peut voir que 
e 
ode permet de 
orriger tous les motifs d'erreurs simples.7.4.3 Capa
ité de 
orre
tion d'erreurs d'un 
ode linéaire binaire en blo
Le nombre d'erreurs e qu'est 
apable de 
orriger un 
ode 
orre
teur d'erreurs dépend de ladistan
e minimale du 
ode.Les 2K mots de 
ode du 
ode peuvent être vus 
omme les 
entres de boules de Hamming derayon e. Pour garantir que les 2K sphères ne se 
hevau
hent pas, on doit garantir :

e =

⌊

dmin − 1

2

⌋ (7.23)La démonstration est laissée au le
teur.Si le mot reçu est à l'intérieur de la boule de Hamming du mot de 
ode émis alors le dé
odeurpourra retrouver le mot de 
ode émis. Ce
i n'est possible que si la distan
e entre le mot de 
odeémis et le mot reçu est inférieure ou égale à e. En 
on
lusion, un 
ode en blo
 linéaire binaire
(N,K) de distan
e minimale dmin est 
apable de 
orriger e erreurs suivant la relation (7.23).Par ailleurs 
e même 
ode peut aussi être utilisé pour déte
ter jusqu'à dmin − 1 erreurs.exemple : les 
odes C1 (3,1) et C3 (7,4) dont la distan
e minimale est égale à 3 permettentsoit de 
orriger une erreur soit d'en déte
ter deux.
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dmin


e
Figure 7.2 � boules de Hammingmarge inférieure de Hamming : on a la relation suivante 1 entre K, N et e le nombred'erreurs que peut 
orriger un 
ode (N,K) :
2N ≥ 2K

e
∑

i=0

Ci
N (7.24)ou en divisant les deux termes par 2K

2N−K ≥
e
∑

i=0

Ci
N (7.25)démonstration : le nombre de mots 
ontenus dans une boule de Hamming de rayon e est égalà :

C0
N + C1

N + C2
N + · · ·+ Ce

N =

e
∑

i=0

Ci
N (7.26)Par ailleurs, le nombre total des mots 
ontenus dans les 2K boules de Hamming ne peut ex
éder

2N pour éviter le 
hevau
hement de 
es boules. En 
onséquen
e un 
ode 
orrigeant e erreurs doitsatisfaire l'inégalité (7.24).
odes parfaits : les 
odes parfaits possèdent la propriété que tous les 2N mots possibles sontin
lus dans les 2K boules de Hamming de rayon e. L'inégalité (7.24) se transforme en égalité.7.5 Codes en blo
 prin
ipaux et représentation graphique7.5.1 Codes de HammingLes 
odes de Hamming sont des 
odes en blo
 linéaires parfaits binaires (N,K) ave
N = 2J−1et K = 2J−1−J . Un 
ode de Hamming (N,K) peut être dé
rit simplement à partir de sa matri
ede 
ontr�le H de dimension J × N . En e�et, les 
olonnes de H sont les N ve
teurs binaires nonnuls ave
 J éléments.Par exemple pour J = 3, le 
ode de Hamming est un 
ode (7,4). La matri
e de parité est lasuivante :
H =





1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1



 (7.27)La distan
e de Hamming de 
es 
odes est égale à 3 et ils peuvent don
 
orriger une erreur. Audé
odage, une valeur non nulle du syndrome donne dire
tement la position de l'erreur. En e�et, letableau standard 
ontient 8 lignes (une ligne pour le 
as sans erreur plus 7 lignes 
orrespondant
ha
une à une position de l'erreur).Nous verrons que les 
odes de Hamming appartiennent à la 
lasse des 
odes 
y
liques et peuventaussi être 
onstruits à partir d'un polyn�me générateur.1. Cp
n = n!

p!(n−p)!
est le nombre de 
ombinaisons sans répétition de n éléments pris p à p



84 CHAPITRE 7. CODES CORRECTEURS D'ERREURS EN BLOC7.5.2 Code de GolayLe 
ode de Golay est un 
ode linéaire binaire (23,12) dont la distan
e minimale est égale à 7.Ce 
ode est le seul 
ode parfait binaire ave
 les 
odes de Hamming. En e�et, pour N = 23, K = 12et e = 3 on a l'égalité :
1 + C1

23 + C2
23 + C3

23 = 211Les 
odes de Golay sont aussi des 
odes 
y
liques (voir 
hapitre suivant).La matri
e génératri
e systématique du 
ode de Golay (23,12) est la suivante :
G =









































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1









































(7.28)
Sa fon
tion d'énumération WEF est la suivante :

A(D) = 1 + 253D7 + 506D8 + 1288D11 + 1288D12 + 506D15 + 253D16 +D23 (7.29)A partir du 
ode de Golay (23,12), il est possible de 
onstruire le 
ode de Golay étendu (24,12)en ajoutant un bit de parité. La distan
e minimale de 
e 
ode est égale à 8. La matri
e génératri
enon systématique du 
ode de Golay étendue (24,12) est la suivante :
G =









































1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1







































(7.30)Sa fon
tion d'énumération WEF est la suivante :
A(D) = 1 + 759D8 + 2576D12 + 759D16 +D24 (7.31)7.5.3 Représentations graphiques des 
odes en blo
 linéaires binairesD'une manière générale, tout 
ode linéaire binaire peut être représenté sous la forme d'ungraphe de Tanner. Un graphe de Tanner est un graphe biparti 
omprenant 2 types de n÷uds : desn÷uds de variable binaire représentés par un 
er
le et des n÷uds de 
ontr�le de parité représentés
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arré ave
 un "+" à l'intérieur. Chaque bran
he signi�e une dépendan
e entre le n÷ud devariable et le n÷ud de 
ontr�le qu'elle relie.Le graphe de Tanner se déduit dire
tement de la matri
e de paritéH : 
haque n÷ud de 
ontr�lede parité i du graphe de Tanner 
orrespond à la i-ième ligne de la matri
e de parité H et 
haquen÷ud de variable j 
orrespond à la j-ième 
olonne de H. En e�et, 
haque ligne de H dé�nit uneéquation de parité entre plusieurs variables. Une bran
he reliera le n÷ud de 
ontr�le de parité iave
 le n÷ud de variable j si et seulement si hij = 1.Comme il y a plusieurs matri
es de parité H pour un même 
ode, il y aura autant de graphesde Tanner asso
iés.Exemple : 
onsidérons le 
ode de Hamming (7, 4) dé�ni par le polyn�me générateur g(D) =
1 + D2 + D3 Comme nous l'avons vu pré
édemment, la matri
e génératri
e de 
e 
ode sous saforme systématique est la suivante :

G =









1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1









(7.32)et la matri
e de parité asso
iée H
H =





1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1



 (7.33)Cha
une des 3 lignes de la matri
e de parité 
orrespond à une équation de parité (addition mo-dulo 2) liant di�érents bits de la séquen
e de sortie c = (c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7) = (u1, u2, u3, u4, c5, c6, c7).










u1 + u2 + u3 + c5 = 0 n÷ud T1

u2 + u3 + u4 + c6 = 0 n÷ud T2

u1 + u2 + u4 + c7 = 0 n÷ud T3

(7.34)Le graphe de Tanner asso
ié à 
es équations de parité est donné sur la �gure 7.3.PSfrag repla
ements
u1

u2

u3

u4

c5

c6 c7

T1

T2 T3

Figure 7.3 � Graphe de Tanner du 
ode de Hamming (7,4)Ces représentations graphiques s'avèrent être des outils très pratiques pour étudier les 
odes
orre
teurs d'erreurs et analyser les algorithmes de dé
odage.Pour terminer 
e 
hapitre, nous allons montrer 
omment à partir de la matri
e génératri
e d'un
ode linéaire en blo
 il est possible de représenter 
e 
ode par un diagramme en treillis. Pour 
e



86 CHAPITRE 7. CODES CORRECTEURS D'ERREURS EN BLOC0000000 0001011 0010110 00111010100111 0101100 0110001 01110101000101 1001110 1010011 10110001100010 1101001 1110100 1111111Table 7.6 � Liste des mots de 
ode du 
ode de Hamming (7,4)faire, il faut tout d'abord mettre la matri
e génératri
e sous une forme adaptée à la représentationen treillis.Soit l'enveloppe d'un mot de 
ode la séquen
e de bits à 1 qui 
ommen
e au premier bit nonnul du mot de 
ode et se termine au dernier bit non nul du mot de 
ode.Par exemple l'enveloppe asso
iée au mot de 
ode 1101000 est 1111000 .Une matri
e génératri
e sera dite orientée treillis si elle permet de 
onstruire un diagramme entreillis ave
 le minimum de bran
he.exemple : 
onsidérons le 
ode de Hamming (7,4) dé�ni par le polyn�me générateur g(D) =
1 +D +D3

G =









1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1









(7.35)Sa matri
e génératri
e sous la forme systématique est la suivante
Gs =









1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1









(7.36)La matri
e enveloppe asso
iée à la matri
e génératri
e systématique Gs est
ES =









1 1 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1









(7.37)Pour déterminer le nombre de bran
hes du treillis, on 
ommen
e par 
ompter le nombre de 1par 
olonne de la matri
e enveloppe. Soit ni le nombre de 1 de la i-ème 
olonne ; le nombre totalde bran
hes est égal à ∑i 2
ni .Pour 
et exemple, le nombre de bran
hes du treillis est égal à 21+22+23+24+24+24+23 = 70.La matri
e enveloppe asso
iée à la matri
e génératri
e G est la suivante

E =









1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1









(7.38)Le nombre de bran
he du treillis 
orrespondant est égal à 21+22+23+24+23+22+21 = 44.Comme la 
omplexité du dé
odage à partir du trellis du 
ode est proportionnelle au nombrede bran
he de 
elui-
i, il est préférable d'utiliser la se
onde matri
e génératri
e.Pour 
onstruire le treillis de 
e 
ode, il faut 
onsidérer 
haque ligne de la matri
e génératri
e
omme un sous-
ode (N,1) et ne 
omprenant don
 que 2 mots de 
ode.
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e génératri
e G. Les di�érentes phases de 
ette
onstru
tion sont présentées sur la �gure 7.4. Pour la première ligne, le sous-
ode 
omprend lesmots de 
ode 0000000 et 11010000. Le treillis de 
e sous-
ode 
omprend don
 2 
hemins. On
onstruit alors le treillis du sous-
ode 
orrespondant aux deux premières lignes de matri
e généra-tri
e. Ce treillis est simplement le produit du treillis des sous-
odes relatifs à la première et se
ondeligne du treillis. Cette pro
édure est répétée jusqu'à 
onstru
tion 
omplète du treillis. On peutvéri�er que le treillis ainsi obtenu 
omporte bien 44 bran
hes. Nous verrons dans le paragraphe
onsa
ré au dé
odage des 
odes 
onvolutifs qu'il existe des algorithmes de dé
odage utilisant lareprésentation en treillis. Ces algorithmes peuvent don
 aussi être utilisés pour le dé
odage des
odes en blo
 linéaires.

Figure 7.4 � Diagramme en treillis du 
ode de Hamming (7,4)7.6 Bornes sur la distan
e minimale des 
odes linéaires enblo
Nous allons donner dans 
e paragraphe les bornes inférieures et supérieures prin
ipales sur ladistan
e minimale des 
odes linéaires en blo
. Ces bornes sont très utiles pour 
omparer les 
odes
orre
teurs d'erreurs entre eux.Une première borne supérieure est la borne de Singleton :
dmin ≤ N −K + 1 (7.39)Les 
odes réalisant l'égalité dans (7.39) sont appelés 
odes séparables à distan
e maximale ou
ode MDS.



88 CHAPITRE 7. CODES CORRECTEURS D'ERREURS EN BLOCEn divisant les deux termes par N , on obtient :
dmin

N
≤ 1−R+

1

N
ave
 R =

K

N
(7.40)Une se
onde borne supérieure est la borne de Plotkin qui s'obtient lorsque N → +∞ :

dmin

N
≤ 1

2
(1 −R) (7.41)Une borne supérieure plus �ne est la borne de M
Elie
e-Rodemi
h-Rumsey-Wel
h [21℄ :

R ≤ 1−H2

(

1

2
−
√

dmin

N

(

1− dmin

N

))

∀N (7.42)ave
 H2(α) = − log2 α− (1− α) log2(1− α)Finalement nous présentons la borne de Gilbert-Varshamov qui est la borne inférieure la plusutilisée :
R ≥ 1−H2

(

dmin

N

)

∀N (7.43)Sur la �gure 7.6 nous présentons les 
ourbes R = f(dmin/N) relatives aux bornes de Gilbert-Varshamov et de M
Elie
e-Rodemi
h-Rumsey-Wel
h.Rappelons que les bornes de Plotkin, Gilbert-Varshamov et M
Elie
e-Rodemi
h-Rumsey-Wel
hsont valables lorsque N → +∞ .
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Figure 7.5 � bornes sur la distan
e minimale des 
odes linéaires en blo
 (1) borne inférieure deGilbert-Varshamov (2) borne supérieure de M
Elie
e7.7 Dé
odage optimalL'obje
tif du dé
odage optimal est de déterminer la séquen
e qui a été le plus vraisemblable-ment émise x̂.
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e x = (x0, x1, x2, . . . , xN−1) de longueur N envoyée dans un 
anal dis
ret sta-tionnaire sans mémoire de densité de probabilité 
onditionnelle p(y/x) et y = (y0, y1, y2, . . . , yN−1)la séquen
e reçue.D'une manière générale, un dé
odeur maximum a posteriori (MAP) 
her
he parmi toutes lesséquen
es possibles x, la séquen
e estimée x̂ pour laquelle la probabilité 
onditionnelle Pr(x|y)est la plus grande.
x̂ = argmax

x
Pr(x|y) (7.44)On peut é
rire :

Pr(x|y) = Pr(y|x)Pr(x)
Pr(y)

(7.45)Il est raisonnable de 
onsidérer que tous les mots de 
ode sont a priori équiprobables.Ave
 
ette hypothèse et puisque de plus le dénominateur Pr(y) est 
ommun à toutes lesséquen
es, la séquen
e estimée x̂ est la séquen
e pour laquelle la probabilité 
onditionnelle Pr(y|x)est la plus grande.
x̂ = argmax

x
Pr(y|x) (7.46)Un dé
odeur utilisant 
e 
ritère est appelé un dé
odeur à maximum de vraisemblan
e (maxi-mum likelihood en anglais ou ML).Lorsque les mots de 
ode sont équiprobables, les dé
odeurs MAP et ML sont identiques.En 
onsidérant que les signaux émis sont perturbés indépendamment les uns des autres, laprobabilité 
onditionnelle est égale au produit des probabilités 
onditionnelles Pr(yi|xi) :

Pr(y|x) =
N−1
∏

i=0

Pr(yi|xi) (7.47)La re
her
he de la séquen
e la plus probable implique don
 que le dé
odeur ML 
al
ule lesdistan
es entre la séquen
e reçue et toutes les séquen
es possibles. Il faut i
i distinguer deux 
as :- si l'entrée du dé
odeur est binaire on parlera de dé
odage à entrées dures (hard de
oding enanglais). Ce 
as 
orrespond à l'utilisation d'un 
anal à sorties binaires (
omme le 
anal binairesymétrique par exemple) ou d'un 
anal à sorties 
ontinues mais ayant subi un seuillage avant ledé
odeur. Le dé
odeur à entrées dures 
al
ule des distan
es de Hamming- si l'entrée du dé
odeur peut prendre une valeur 
ontinue, on dira que le dé
odage est à entréessouples ou pondérées (soft de
oding en anglais). Ce 
as 
orrespond par exemple à l'utilisation d'un
anal à sorties 
ontinues 
omme le 
anal à bruit blan
 additif gaussien. En pratique, l'entrée estquanti�ée sur plusieurs bits (3 ou 4 bits su�sent généralement pour ne pas dégrader les perfor-man
es du dé
odeur. Contrairement au dé
odeur à entrées dures, le dé
odeur à entrées souples
al
ule des distan
es eu
lidiennes.7.8 Performan
es des 
odes linéaires en blo
 ave
 dé
odageà entrées duresPour le 
anal binaire symétrique de probabilité d'inversion p, la probabilité Pr(y|x) est lasuivante :
Pr(y|x) = pdH(y,x)(1− p)N−dH(y,x) = (1− p)N

(

p

1− p

)dH(y,x) (7.48)
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e de Hamming entre la séquen
e reçue y et la séquen
e x. Comme p est
ompris entre 0 et 0.5, on a 0 < p
1−p < 1. Ainsi, maximiser Pr(y|x) revient à minimiser la distan
ede Hamming entre y et x.Pour un 
anal de transmission binaire symétrique, la probabilité qu'un mot reçu de longueur

N bits 
ontienne i erreurs est la suivante :
PNi = Ci

Np
i(1− p)N−i (7.49)où p est la probabilité d'erreurs du 
anal binaire symétrique.Ainsi don
, pour un 
ode en blo
 linéaire sa
hant 
orriger jusqu'à e erreurs dans le mot reçu delongueur N on peut donner une borne supérieure sur la probabilité d'erreurs mots après dé
odage

TEM en sommant les probabilités PNi 
orrespondant aux 
as où le nombre d'erreurs en sortie du
anal est supérieur à la 
apa
ité de 
orre
tion du 
ode. On a :
TEM ≤

N
∑

i=e+1

PNi =

N
∑

i=e+1

Ci
Np

i(1− p)N−i (7.50)L'inégalité se transforme en une égalité uniquement lorsqu'un 
ode parfait est utilisé.7.9 Bornes par réunionLa borne par réunion permet de majorer une probabilité d'erreurs.Considérons un dé
odeur à maximum de vraisemblan
e qui dé
ide en faveur du mot de 
odele plus probable 
'est-à-dire le plus pro
he au sens de la distan
e eu
lidienne :
x̂ = argmax

x
Pr(y|x) (7.51)La probabilité de dé
oder un mauvais mot de 
ode sa
hant un mot de 
ode xi transmis estbornée supérieurement 
omme suit :

Pr(erreur mot|xi) = Pr(y ∈ Λ̄i|xi)

≤
∑

j:j 6=i

Pr(y ∈ Λj|xi) (7.52)ave
 Λi zone de dé
ision asso
iée au mot de 
ode xi.la probabilité Pr(y ∈ Λj|xi) que y soit plus près de xj que de xi est appelée la probabilitéd'erreurs par paire. On la note Pr(xi → xj).
Pr(xi → xj)

def
= Pr(y ∈ Λj |xi) (7.53)Sa
hant que xi a été transmis, la probabilité que y ne soit pas dans la zone de dé
ision Λi estinférieure ou égale à la somme des probabilités d'erreurs par paire Pr(xi → xj) pour tout j 6= i.Finalement le taux d'erreurs mot (TEM) est égal à :

TEM =
∑

i

Pr(xi, erreur mot)
=
∑

i

Pr(xi)Pr(erreur mot|xi) (7.54)D'une manière générale, la borne par réunion est un outil très utile pour évaluer les perfor-man
es des systèmes de transmission ave
 
odage même si elle n'est pré
ise que pour les rapportssignal à bruit élevés.
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Figure 7.6 � Zones de dé
ision asso
iées aux mots de 
ode.Exemple : soit un ensemble de 4 mots de 
odes x1,x2,x3 et x4 et leurs zones de dé
isionasso
iées Λ1,Λ2,Λ3 et Λ4 présenté sur la �gure 7.6 .On peut par exemple borner supérieurement la probabilité d'erreur Pr(erreur mot|x1) :
Pr(erreur mot|x1) = Pr(y ∈ Λ̄1|x1)

= Pr(y ∈ (Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4)|x1)

≤ Pr(y ∈ Λ12|x1) + Pr(y ∈ Λ13|x1) + Pr(y ∈ Λ14|x1)

= Pr(x1 → x2) + Pr(x1 → x3) + Pr(x1 → x4)L'exemple est illustré par la �gure 7.7 .7.10 Performan
es des 
odes linéaires en blo
 ave
 dé
odageà entrées souplesConsidérons à nouveau une modulation bipodale où les é
hantillons 
odés émis peuvent prendreles amplitudes +
√
REb ou −

√
REb (ave
 Eb énergie de l'é
hantillon et R = K

N est le rendementdu 
ode.) sur un 
anal BBAG. A la sortie du �ltre adapté, on a :
yi = xi + niOn rappelle que pour un 
anal BBAG la probabilité Pr(xi → xj) est donnée par :

Pr(xi → xj) =
1

2
erf
(d(xi,xj)

2
√
N0

) (7.55)où d(xi,xj) est la distan
e eu
lidienne entre les deux mots xi et xj .Soit 
i et 
j les deux mots de 
ode asso
iés respe
tivement aux mots xi et xj . Si la distan
ede Hamming entre 
i et 
j est égale à dH(
i,
j) = d, la distan
e eu
lidienne entre xi et xj estégale à
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Figure 7.7 � Exemple.
d(xi,xj) =

√

√

√

√

d
∑

k=1

(2
√

REb)2

=
√

4dREb

= 2
√

dREb (7.56)On a alors :
Pr(xi → xj) =

1

2
erf
(√dREb

N0

) (7.57)Exemple1 : 
ode de répétition (3,1)TBDExemple2 : 
ode de parité (3,2)TBDNous allons maintenant utiliser la borne par réunion pour exprimer une borne supérieure sur letaux d'erreur mot (TEM) et le taux d'erreur bit (TEB) du dé
odeur à maximum de vraisemblan
esur un 
anal à bruit blan
 additif (BBAG) asso
ié à un 
ode en blo
 linéaire (N,K). La borne parréunion ramène la 
omparaison d'un ensemble de mots de 
ode à un 
ertain nombre de 
omparaisonde mots de 
ode deux à deux. En supposant que tous les mots de 
ode sont équiprobables, onobtient la borne supérieure suivante sur le taux d'erreur mot :
TEM ≤ 1

2

N
∑

d=dmin

Aderf
(√dREb

N0

) (7.58)



7.10. PERFORMANCES DES CODES LINÉAIRES EN BLOCAVEC DÉCODAGE À ENTRÉES SOUPLES93où Ad est le nombre de mots de 
ode de poids d. dmin est la distan
e de Hamming libre ouminimale du 
ode en blo
.Par ailleurs il est possible d'exprimer une première borne supérieure de type réunion-Bhatta
haryya[33℄ sur le taux d'erreur bit :
TEB ≤ W

K

∂AC(W,Z)

∂W

∣

∣

∣

∣

∣

W=Z=e−REb/N0

(7.59)
=

N
∑

d=dmin

BdH
d

∣

∣

∣

∣

∣

H=e−REb/N0

(7.60)ave

Bd =

∑

d:d=w+z

w

K
Aw,z (7.61)La première ligne permet de distinguer la 
ontribution des mots d'information de poids w alorsque dans la se
onde ligne nous avons regroupé la 
ontribution des mots de 
ode de poids d enintroduisant le 
oe�
ient Bd.Une borne plus �ne sur le taux d'erreur bit [33℄ peut être obtenue à partir de (7.57) en utilisantl'inégalité suivante : erf
(√x+ y) ≤ erf
(√x)e−yOn a alors : erf
(√dREb

N0

)

≤ erf
(√dminR
Eb

N0

)

e−
(d−dmin)REb

N0Finalement, 
ette borne supérieure sur le taux d'erreur bit s'exprime 
omme suit :
TEB ≤ W

2K
erf
(√dminR

Eb

N0

)

e
dminR

Eb
N0
∂AC(W,Z)

∂W

∣

∣

∣

∣

∣

W=Z=e
−R

Eb
N0

=
1

2
erf
(√dminR

Eb

N0

)

e
dminR

Eb
N0

N
∑

d=dmin

BdH
d

∣

∣

∣

∣

∣

H=e
−R

Eb
N0

(7.62)En ne gardant que les premiers termes on utilisera l'approximation suivante :
TEB ≈

1

2

N
∑

d=dmin

Bderf
(√dREb

N0

) (7.63)Traditionnellement on 
onsidère qu'un bon 
ode 
orre
teur d'erreur est un 
ode qui maximisela distan
e minimale dmin. Cette distan
e 
onditionne les performan
es à fort rapport Eb/N0. Uneautre appro
he permettant aussi de diminuer le TEB 
onsiste à réduire Bd.exemple (suite) : 
ode de parité (3,2)A partir de la fon
tion d'énumération de poids A(W,Z) on obtient
B2 =

1

2
2 +

2

2
1 = 2

TEM ≤ 3

2
erf
(√4

3

Eb

N0

) (7.64)
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TEB ≈ erf
(√4

3

Eb

N0

) (7.65)Remarque : 
ertains auteurs distinguent l'énergie par bit transmis Eb et l'énergie par bit utileou bit d'information Ebut, dans 
e do
ument nous n'utiliserons pas la notation Ebut et don
 Ebsera toujours l'énergie par bit utile ou d'information.7.11 Gain de 
odageNous avons vu que pour un 
anal BBAG, il est théoriquement possible de réaliser une transmis-sion sans erreur à un rapport Eb/N0 = 0dB en utilisant un 
ode de rendement 1/2. La di�éren
eentre une 
haîne de transmission utilisant une modulation bipodale sans 
odage et 
ette limite de
apa
ité théorique est de 9.6 dB (à un taux d'erreurs mot de 10−5). L'ajout d'un 
ode 
orre
teurd'erreur doit permettre de rappro
her le point de fon
tionnement de la 
haîne de transmission de
ette limite théorique.Dé�nition : pour un taux d'erreur �xé (mot, bit, symbole), on dé�nit le gain de 
odage d'un
ode 
orre
teur d'erreur 
omme étant la di�éren
e de rapport Eb/N0 entre la 
haîne sans 
odageet la 
haîne utilisant 
e 
ode 2 .Sur la �gure 7.8 nous avons présenté les 
ourbes de performan
es théoriques TEM = f(Eb/N0)(obtenue en utilisant l'équation (7.58)) de trois 
haînes de transmission utilisant un 
ode 
orre
teurd'erreur et un dé
odeur à entrées pondérées ainsi que la 
ourbe obtenue sans 
odage (modulationbipodale). Pour un taux d'erreur mot de 10−5, les gains de 
odage du 
ode de parité (3,2), du 
odede Hamming (7,4) et du 
ode de Golay (23,12) sont respe
tivement de 1.3dB, 2.3dB et 3.8dB.Dans le paragraphe pré
édent, nous avons déterminer une borne supérieure du taux d'erreursmots :
TEM ≤ 1

2

N
∑

d=dmin

Aderf
(√dREb

N0

) (7.66)Une approximation raisonnable pour les taux d'erreurs élevés 
onsiste à ne prendre en 
ompteque la 
ontribution des mots de 
ode dont le poids est égal à la distan
e minimale. On a alorsl'approximation suivante :
TEM ≈ 1

2
Adminerf
(√dminREb

N0

) (7.67)Si on ne tient pas 
ompte du terme Admin, le gain de 
odage "asymptopique" s'é
rit simple-ment : GCasympt ≈ 10 log10(dminR) en dB (7.68)En prenant en 
ompte le nombre de mots de 
odes à la distan
e minimale Admin, on peutapproximer le gain de 
odage réel 
omme suit :
GCTEM ≈ 10 log10(dminR)− 0.2 log2(Admin) en dB (7.69)2. Certains auteurs distinguent l'énergie par bit transmis Eb et l'énergie par bit utile ou bit d'information Ebut,dans 
e do
ument nous n'utiliserons pas la notation Ebut et don
 Eb sera toujours l'énergie par bit utile oud'information.
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Figure 7.8 � Gain de 
odage de di�érents 
odesLe fa
teur 0.2 log2(Admin) prend en 
ompte l'impa
t du nombre de mots de 
odes à la distan
eminimale sur le gain de 
odage. Le fa
teur 0.2 
orrespond à la pente de la fon
tion erfc(.) dansla région 10−4 − 10−5. Cette formule n'est qu'une approximation.Par exemple, pour le 
ode de Golay (23,12), on a R = 12
23 , dmin = 7 et Admin = 253 soit ungain de 
odage approximativement égal à 4 dB.Au lieu du TEM, il est également possible d'utiliser le taux d'erreurs mots par bit d'information(TEMB) pour dé�nir le gain de 
odage :

TEMB =
TEM

K
≈ 1

2

Admin

K
erf
(√dminREb

N0

) (7.70)Dans 
e 
as on a la relation suivante :
GCTEMB ≈ 10 log10(dminR)− 0.2 log2(

Admin

K
) en dB (7.71)Pour l'exemple 
onsidéré 
i-dessus, le gain de 
odage serait alors égal à 4,75 dB.Sur la table suivante nous présentons les gains de 
odage pour di�érents 
odes 
orre
teursd'erreurs en blo
 binaires :Une autre appro
he 
onsiste à utiliser le TEB (mais qui implique alors de 
al
uler Bdmin).7.12 Comparaison des performan
es des dé
odeurs à entréesdures et pondéréesSur la �gure 7.9 nous présentons les 
ourbes de performan
es TEM = f(Eb/N0) d'une 
haînede transmission utilisant un 
ode de Hamming (7,4) et un 
ode de Golay (23,12). Les 
ourbes entrait 
ontiu sont obtenues ave
 un dé
odeur à entrées dures ( en utilisant l'équation (7.50)) et
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ode (N,K) R dmin Admin GCasympt GCTEMBHamming (7, 4) 0.57 3 7 1.1 dB 0.84 dBReed-Muller (8, 4) 0.5 4 14 3 2,6Hamming (15, 11) 0.733 3Reed-Muller (16, 5) 0.31 8 30 4 3,5Golay (23, 12) 0.52 7 253 5,6 4,7Golay (24, 12) 0.5 8 759 6 4,8les 
ourbes en trait pointillé sont obtenues ave
 un dé
odeur à entrées pondérées ( en utilisantl'équation (7.58)). Pour le 
ode de Golay, on peut observer que le dé
odage à entrées pondéréesapporte un gain d'environ 2 dB.
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Figure 7.9 � Comparaison du dé
odage à entrées dures et pondérées



Chapitre 8Codes 
y
liques8.1 De�nition et PropriétésAvertissement : Dans 
e 
hapitre, la 
onvention de notation adoptée est la 
onvention poidsfort (MSB)à droite.Les 
odes 
y
liques forment un sous ensemble des 
odes linéaires en blo
. Alors que pour un
ode en blo
 linéaire K mots de 
ode sont né
essaires pour déterminer l'ensemble des 2K mots de
ode, dans le 
as des 
odes 
y
liques, un seul mot de 
ode su�t.Ces 
odes 
ontiennent les familles de 
odes les plus importantes 
omme les 
odes de Hamming,de Golay, les 
odes BCH et Reed Solomon. Leurs propriétés permettent un 
odage et un dé
odagerelativement aisés.Dans 
e 
hapitre, nous présenterons les 
odes 
y
liques dans le 
orps de Galois GF(2) bien que
es 
odes se généralisent dans GF(q).Les 
odes 
y
liques possèdent la propriété prin
ipale suivante :Si 
 = [c0 c1 . . . cN−2 cN−1] est un mot de 
ode, alors le mot obtenu par dé
alage 
ir
ulaire àdroite d'une position 
' = [cN−1 c0 . . . cN−3 cN−2] est aussi un mot de 
ode.Pour dé
rire un 
ode 
y
lique (N,K), il est pratique d'asso
ier à 
haque mot de 
ode 
 =
[c0 c1 . . . cN−2 cN−1] un polyn�me c(p) de degré inférieur ou égal à N − 1 :

c(p) = c0 + c1p+ · · ·+ cN−2p
N−2 + cN−1p

N−1Nous allons montrer que les propriétés des 
odes 
y
liques s'obtiennent simplement en utilisantl'algèbre des polyn�mes modulo pN − 1.Cal
ulons le polyn�me pc(p) :
pc(p) = c0p+ c1p

2 + · · ·+ cN−2p
N−1 + cN−1p

NAu
un mot de 
ode n'est asso
ié à 
e polyn�me puisque le degré de 
elui-
i peut être supérieur à
N − 1.En ajoutant cN−1 puis retran
hant cN−1, 
ette expression peut en
ore s'é
rire :

pc(p) = cN−1 + c0p+ c1p
2 + · · ·+ cN−2p

N−1 + cN−1(p
N − 1)Or le polyn�me c′(p) asso
ié au mot de 
ode 
' dé�ni 
i-dessus est égal à :

c′(p) = cN−1 + c0p+ · · ·+ cN−2p
N−197



98 CHAPITRE 8. CODES CYCLIQUESAinsi, on a don
 :
c′(p) = pc(p)− cN−1(p

N − 1)E�e
tuons le 
al
ul de pc(p) modulo pN − 1. On obtient :
c′(p) = pc(p) mod (pN − 1)Ainsi un dé
alage 
ir
ulaire à droite d'une position 
orrespond à une multipli
ation par pmodulo pN − 1.Plus généralement un dé
alage 
ir
ulaire à droite de i positions 
orrespond à une multipli
ationpar pi modulo pN − 1.8.1.1 Propriétés des 
odes 
y
liquesPropriété 1 : Si c(p) est un polyn�me de degré N − 1 asso
ié à un mot de 
ode d'un 
ode
y
lique (N,K), alors

(a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ aK−1p

K−1)c(p) mod (pN − 1) (8.1)ave
 a0, a1, . . . , aK−1 ∈ GF (2)est aussi un polyn�me asso
ié à un mot de 
ode.Cette relation montre qu'à partir d'un polyn�me c(p), il est possible de retrouver l'ensembledes 2K mots de 
ode du 
ode 
y
lique.Propriété 2 : Il est possible de 
onstruire un 
ode 
y
lique (N,K) à partir d'un polyn�megénérateur noté g(p) de degré N −K.
g(p) = g0 + g1p+ · · ·+ gN−K−1p

N−K−1 + pN−K

g(p) est le polyn�me de degré minimal parmi les 2K mots de 
ode du 
ode 
y
lique.Propriété 3 : Le polyn�me g(p) de degré N −K doit être un fa
teur de pN − 1.Propriété 4 : L'ensemble des 2K polyn�mes asso
iés aux 2K mots de 
ode d'un 
ode 
y
lique
(N,K) s'obtient par multipli
ation de g(p) par les 2K polyn�mes de degré inférieur ou égal à
K − 1.Si on dé�nit le polyn�me u(p) asso
ié au mot d'information u = [u0 u1 . . . uK−2 uK−1]

u(p) = u0 + u1p+ · · ·+ uK−2p
K−2 + uK−1p

K−1On a la relation suivante entre le polyn�me u(p) de degré K − 1 et le polyn�me c(p) de degré
N − 1 :

c(p) = u(p)g(p) (8.2)Propriété 5 : Tout polyn�me fa
teur de pN − 1 engendre un 
ode 
y
lique.Enumérons la dé
omposition en produit de polyn�mes irrédu
tibles des polyn�mes de la forme
p2

j−1 − 1 pour J ≤ 5.Les polyn�mes irrédu
tibles de 
ette table sont les prin
ipaux polyn�mes utilisés pour la
onstru
tion de 
odes 
y
liques. Par exemple p7 − 1 se dé
ompose en un produit de 3 polyn�mesirrédu
tibles. Il est don
 possible de 
onstruire les 3 
odes 
y
liques suivants ave
 N = 7 :-un 
ode (7,6) ave
 g(p) = 1 + p-un 
ode (7,4) ave
 g(p) = 1 + p+ p3-un 
ode (7,4) ave
 g(p) = 1 + p2 + p3Les 
odes 
y
liques (7,4) ainsi obtenus sont des 
odes de Hamming étudiés pré
édemment.
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j = 2 p3 − 1 = (1 + p)(1 + p+ p2)
j = 3 p7 − 1 = (1 + p)(1 + p+ p3)(1 + p2 + p3)
j = 4 p15 − 1 = (1 + p)(1 + p+ p2)(1 + p3 + p4)(1 + p+ p4)(1 + p+ p2 + p3 + p4)
j = 5 p31 − 1 = (1 + p)(1 + p3 + p5)(1 + p2 + p5)(1 + p2 + p3 + p4 + p5)

(1 + p+ p3 + p4 + p5)(1 + p+ p2 + p4 + p5)(1 + p+ p2 + p3 + p5)Table 8.1 � Dé
omposition en produit de polyn�mes irrédu
tibles des polyn�mes de la forme
p2

j−1 − 1.(table à 
ompléter)mots d'information mots de 
ode
u1 u2 u3 u4 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c70 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 0 0 1 1 0 1 0 0 00 1 0 0 0 1 1 0 1 0 01 1 0 0 1 0 1 1 1 0 00 0 1 0 0 0 1 1 0 1 01 0 1 0 1 1 1 0 0 1 00 1 1 0 0 1 0 1 1 1 01 1 1 0 1 0 0 0 1 1 00 0 0 1 0 0 0 1 1 0 11 0 0 1 1 1 0 0 1 0 10 1 0 1 0 1 1 1 0 0 11 1 0 1 1 0 1 0 0 0 10 0 1 1 0 0 1 0 1 1 11 0 1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 1 1 0 1 0 0 0 1 11 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1Table 8.2 � Liste des mots de 
ode du 
ode de Hamming (7,4) ave
 g(p) = 1 + p+ p3.Exemple : Considérons le 
ode de Hamming 
onstruit à partir du polyn�me générateur g(p) =

1 + p+ p3. Les 16 mots de 
ode s'obtiennent par multipli
ation des polyn�mes asso
iés aux motsd'information ave
 g(p). L'ensemble des 16 mots de 
ode est donné dans la table 8.2.Soit u = [1 1 1 0] (en utilisant la 
onvention MSB à droite)
u(p) = 1 + p+ p2

c(p) = u(p)g(p) = (1 + p+ p2)(1 + p+ p3) = 1 + p4 + p5
 = [1 0 0 0 1 1 0]L'obtention de la matri
e génératri
e à partir du polyn�me générateur est immédiate. Nousavons vu pré
édemment que la matri
e génératri
e d'un 
ode linéaire en blo
 s'obtient à partir de
K mots de 
ode indépendants. Dans le 
as des 
odes 
y
liques, il su�t de 
hoisir les polyn�messuivants :

g(p) g(p)p g(p)p2 . . . g(p)pK−1Par exemple, pour le 
ode de Hamming (7,4) ave
 g(p) = 1+ p+ p3, la matri
e génératri
e estla suivante :
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G =









1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1









(8.3)La matri
e génératri
e ainsi obtenue n'est pas sous la forme systématique. En pratique, il estsouhaitable que la matri
e génératri
e soit sous une forme systématique. Soit le mot d'informationu = [u0 u1 . . . uK−2 uK−1] et u(p) = u0 + u1p + · · · + uK−2p
K−2 + uK−1p

K−1 son polyn�measso
ié. Multiplions u(p) par pN−K :
pN−Ku(p) = u0p

N−K + u1p
N−K+1 + · · ·+ uK−2p

N−2 + uK−1p
N−1Le polyn�me c(p) asso
ié à un mot de 
ode sous la forme systématique 
 = [c0 c1 . . . cN−1] =

[c0 c1 . . . cN−K−1 u0 u1 . . . uK−2 uK−1] s'é
rit :
c(p) = r(p) + pN−Ku(p) (8.4)

= q(p)g(p) d'après la propriété 3 des 
odes 
y
liques (8.5)Divisons pN−Ku(p) par g(p). On obtient :
pN−Ku(p) = q(p)g(p) + r(p)où q(p) est le quotient et r(p) est le reste de la division de degré inférieur à N −K.En résumé :Pour obtenir le mot de 
ode sous forme systématique c(p) = q(p)g(p) il su�t don
 :-1 de multiplier le polyn�me u(p) par pN−K-2 de diviser pN−Ku(p) par g(p) pour obtenir le reste r(p)-3 d'ajouter le reste r(p) à pN−Ku(p)

c(p) = r(p) + pN−Ku(p)exemple : Considérons le mot d'information u = [1 1 1 0] et le 
ode de Hamming (7,4) ave

g(p) = 1 + p+ p3 Le polyn�me asso
ié à u est u(p) = 1 + 1p+ 1p2 + 0p3. On a :

p3u(p) = p3 + p4 + p5

p
p
 +
2


3
4
5
 p
p
p
 +
+

2
3
5
 p
p
p
 +
+

2
4
 p
p
 +


p
p
p
 +
+
 2
4


1
3
 +
+
 p
p


p
Le reste de la division de p3 + p4 + p5 par g(p) = 1 + p + p3 est égal à p. Ainsi le polyn�me
c(p) asso
ié au mot de 
ode s'é
rit :

c(p) = p+ p3 + p4 + p5Le mot de 
ode est don
 �nalement :
 = [0 1 0 1 1 1 0]

c0c1c2 u0u1u2u3

c0c1c2 c3c4c5c6
ontr�le information
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ette é
riture est di�érente de la forme systématique présentée dans le 
hapitre surles 
odes en blo
s linéaires 
 = [c0c1c2c3c4c5c6] = [u0u1u2u3c4c5c6]On retrouve don
 le même mot de 
ode à un dé
alage prés que 
elui obtenu à partir de lamatri
e génératri
e systématique (7.36)8.2 Déte
tion d'erreurs par CRCPour déte
ter la présen
e d'erreurs dans un mot reçu, la majorité des proto
oles utilent unete
hnique baptisée Cy
li
 Redundan
y Che
k (CRC). Cette te
hnique 
onsiste à utiliser un 
ode
y
lique.Il faut souligner que 
ette te
hnique ne permet pas de 
orriger les erreurs. On peut 
ependantdemander une réémission du mot de 
ode Automati
 Repeat Request (ARQ) en anglais.Soit g(p) le polyn�me générateur du CRC. A partir d'un mot d'information u(p), le mot de
ode c(p) est 
onstruit sous forme systématique 
omme pré
édemment :-1 multipli
ation de u(p) par pN−K-2 division de pN−Ku(p) par g(p) pour obtenir le reste r(p)-3 ajout de r(p) à pN−Ku(p)On obtient don
 le mot de 
ode systématique c(p) sous la forme suivante :
c(p) = r(p) + pN−Ku(p)A la ré
eption, on divise le mot reçu par g(p). Si le reste de la division est nul, alors il n'y apas d'erreur. Sinon, il y a une ou plusieurs erreurs dans le mot reçu.La table (8.2) donne quelques polyn�mes utilisés pour la transmission des trames.CRC4 g(p) = p4 + p+ 1 G.704CRC5 g(p) = p5 + p2 + 1 USBCRC6 g(p) = p6 + p+ 1 G.704CRC8-CCITT g(p) = p8 + p2 + p+1 ATM, RNISCRC16 g(p) = p16 + p15 + p2 + 1 USB, ANSICRC16-CCITT g(p) = p16 + p12 + p5 + 1 X25, SDLC , HDLCCRC16-DECT g(p) = p16 + p10 + p8 + p7 + p3 + 1 DECTCRC24 g(p) = p24 + p22 + p20 + p19 + p18 + p16 + p14 + p13 +

p11 + p10 + p8 + p7 + p6 + p3 + p+1CRC32 g(p) = p32 + p26 + p23 + p22 + p16 + p12 + p11 + p10 +
p8 + p7 + p5 + p4 + p2 + p+1

V.42, Ethernet,MPEG2Table 8.3 � polyn�mes générateurs pour CRC8.3 Codage des 
odes 
y
liquesDans 
e paragraphe nous allons étudier l'ar
hite
ture né
essaire pour le 
odage des 
odes
y
liques. Nous verrons que 
es opérations utilisent de simples additionneurs modulo 2 et desregistres à dé
alage.8.3.1 Stru
ture matérielle d'un diviseur de polyn�mesSoit la division d'un polyn�me dividende a(p) par un polyn�me diviseur g(p) de degré d dansle 
orps de Galois GF(2). Le reste r(p) et le quotient q(p) de 
ette division sont dé�nis par la
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lassique :
a(p) = g(p)q(p) + r(p)Exemple : Soit la division de 1 + p2 + p6 par 1 + p+ p2.
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En analysant les étapes du 
al
ul de 
ette division, on peut faire les remarques suivantes :-1 Au 
ours de la division, le degré du dividende dé
roît : les modi�
ations du dividendesont réalisées de la gau
he vers la droite (des poids forts vers les poids faibles)-2 Pour un diviseur de degré d, à 
haque itération, les modi�
ations du dividende neportent que sur les (d+ 1) termes les plus à gau
he. Les autres termes du dividende peuvent êtremomentanément ignorés.-3 Lorsque la modi�
ation du dividende a lieu, elle 
onsiste à ajouter terme à terme les
d+ 1 
oe�
ients du diviseur.Fort de 
es remarques, il est possible de déduire une stru
ture matérielle pour réaliser 
ettedivision. Cette stru
ture 
omporte autant de registres à dé
alage que le degré du diviseur. Elle estprésentée sur la �gure 8.1 pour l'exemple traité 
i-dessus.

)
(
p
a

D


1
s

D


2
s


1
 1


2
1
p
p
1
1


quotient
Figure 8.1 � stru
ture matérielle d'un diviseur par 1 + p+ p2Il est important de pré
iser que les bits entrent dans le diviseur poids fort (MSB) en tête.A 
haque 
oup d'horloge, un nouveau 
oe�
ient du polyn�me a(p) entre dans le 
ir
uit. Après
d 
oups d'horloge, le premier 
oe�
ient non nul du quotient sort du dernier registre à dé
alage.Ce 
oe�
ient est multiplié par g(p) puis soustrait 
omme dans une division 
lassique.Le séquen
ement 
orrespondant à la division 
al
ulée 
i-dessus est donné sur la �gure 8.2 etdans la table 8.5. On peut véri�er qu'à 
haque instant les registres internes 
ontiennent la partiedu dividende en 
ours de 
al
ul. Le quotient est obtenu à partir du se
ond 
oup d'horloge en sortiedu registre s2 q(p) = 1p4 + 1p3 + 0p2 + 1p+ 0. Au dernier 
oup d'horloge, la sortie des registres àdé
alage 
orrespond bien au reste de la division soit r(p) = 1p+ 1.
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Figure 8.2 � séquen
ement du diviseur par 1 + p+ p2entrée 
oup d'horloge s1 s20 0 0MSB 1 1 1 00 2 0 10 3 1 10 4 1 01 5 1 10 6 1 0LSB 1 7 1 1Table 8.4 � séquen
ement du diviseur8.3.2 Stru
tures d'un 
odeur 
y
liqueDans le 
as des 
odes 
y
liques (N,K), nous avons vu qu'avant de 
al
uler le reste r(p) dela division il est né
essaire de prémultiplier le polyn�me asso
ié au mot d'information u(p) par
pN−K . La multipli
ation par pN−K est équivalente à ajouter pN−K zéros à la suite de u(p).exemple : Considérons à nouveau l'exemple du 
ode 
y
lique de Hamming (7,4) ave
 g(p) =
1 + p+ p3La stru
ture du 
odeur est donnée �gure 8.3. Comme pré
édemment les bits sont introduitsdans le 
odeur MSB en tête.Reprenons le mot d'information u = [1 1 1 0] (en utilisant toujours la 
onvention MSB àdroite) asso
ié au polyn�me u(p) = 1 + p+ p2Après prémultipli
ation, le mot transmis au diviseur est [0 0 0 1 1 1 0]On retrouve le reste 
al
ulé pré
édemment soit r(p) = 0 + 1p + 0p2. Ave
 
ette stru
ture, ilfaut 7 
oups d'horloge pour obtenir le reste de la division sur 3 bits.Il est possible de réduire le nombre de 
oups d'horloge né
essaire pour 
al
uler le reste enexploitant le fait que les N − K derniers bits du polyn�me pN−Ku(p) sont nuls. Au lieu demodi�er les N − K + 1 
oe�
ients les plus à gau
he du dividende à 
haque itération, on peutdé
omposer la division en K divisions su

essives.Reprenons l'exemple pré
édent pour illustrer 
e prin
ipe : u(p) = 1+p+p2 et g(p) = 1+p+p3.La stru
ture du 
odeur 
orrespondant est donnée sur la �gure 8.4.
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Figure 8.3 � stru
ture matérielle d'un 
odeur de Hamming g(p) = 1 + p+ p3entrée 
oup d'horloge s1 s2 s30 0 0 0MSB 0 1 0 0 01 2 1 0 01 3 1 1 01 4 1 1 10 5 1 0 10 6 1 0 0LSB 0 7 0 1 0Table 8.5 � séquen
ement du 
odeur de HammingEn résumé, 
ette stru
ture permet de gagner N−K 
oups d'horloge 
orrespondant aux N−Kderniers bits nuls du polyn�me pN−Ku(p).Nous pouvons maintenant présenter la stru
ture matérielle 
omplète d'un 
odeur pour le 
odede Hamming (7,4) dé�ni par le polyn�me g(p) = 1 + p+ p3Le 
odage s'e�e
tue en deux étapes :1/ L'interrupteur P0 est fermé et P1 est en position A. On applique K = 4 
oups d'horlogepour envoyer les K premiers bits du mot de 
ode et 
al
uler le reste r(p).2/ L'interrupteur P0 est ouvert et P1 est en position B. On applique N−K = 3 
oups d'horlogepour envoyer les N −K derniers bits du mot de 
ode (
orrespondant au reste).Ces stru
tures matérielles de 
odeurs sont à 
omparer à 
elles utilisant des additionneursmodulo 2 dé�nies à partir du graphe de Tanner.
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Figure 8.4 � stru
ture matérielle d'un 
odeur de Hamming g(p) = 1 + p+ p3
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ture matérielle 
omplète d'un 
odeur de Hamming g(p) = 1 + p+ p38.4 Dé
odage des 
odes 
y
liquesLe dé
odage d'un 
ode 
y
lique en blo
 
omprend deux phases distin
tes :-1 
al
ul de syndrome-2 lo
alisation des erreursLe 
al
ul du syndrome s'obtient en réalisant la division du mot reçu y(p) par g(p).

y(p) = q(p)g(p) + s(p) (8.6)Le reste de 
ette division possède toutes les propriétés d'un syndrome :Si s(p) = 0, alors le mot reçu y(p) est un mot de 
ode
s(p) est un polyn�me de degré inférieur ou égal à N −K − 1. A partir de la valeur de s(p) il estpossible d'estimer un ve
teur d'erreur ê(p).Sur la �gure 8.6 nous présentons la stru
ture d'un dé
odeur relatif au 
ode de Hamming (7,4)dé�ni par le polyn�me g(p) = 1 + p+ p3La logique de dé
odage asso
ie à 
haque valeur du syndrome s(p) le ve
teur d'erreur estimé
ê(p). Il su�t ensuite d'ajouter 
e ve
teur d'erreur au mot reçu y(p) :

ĉ(p) = y(p) + ê(p) (8.7)La 
omplexité de 
e dé
odeur réside dans la logique de dé
odage. Cette solution est 
ependantintéressante lorsque le nombre d'erreurs à 
orriger est faible.8.4.1 Corre
tion d'une erreurLorsque le 
ode permet de 
orriger une seule erreur, la logique de dé
odage est une simpleporte à (N-K) entrées.
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D
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Logique de décodage

mémoire tampon 7 bits

)(ˆ pe

)(ˆ pcFigure 8.6 � stru
ture du dé
odeur pour le 
ode de Hamming g(p) = 1 + p+ p3Soit une erreur de la forme e(p) = pj . Le syndrome asso
ié à 
ette erreur a la forme parti
ulièresuivante :
s(p) = pj mod g(p) (8.8)Sur la �gure 8.6 nous présentons 
ette stru
ture de dé
odage pour le 
ode de Hamming (7,4)dé�ni par le polyn�me g(p) = 1 + p+ p3
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Figure 8.7 � stru
ture de dé
odage à 
omplexité réduite pour le 
ode de Hamming dé�ni par
g(p) = 1 + p+ p3Pour 
et exemple, nous donnons table 8.6, la table de 
orrespondan
e entre les ve
teurs d'er-reurs et les syndromes s(p).Le résultat de la multipli
ation du syndrome s(p) par pN−j est égal à 1 :

s(p)pN−j = pjpN−j = pN = 1 (8.9)Ainsi pour déterminer la position de l'erreur, il su�t de multiplier su

essivement s(p) par pjusqu'à obtenir 1.Exemple : Soit le mot de 
ode émis 
 = [1111111] et le ve
teur d'erreur e = [0000100](e(p) = p4 soit une erreur au 
inquième bit à partir du LSB).
y(p) = c(p) + e(p) = 1p6 + 1p5 + 0p4 + 1p3 + 1p2 + 1p+ 1 (8.10)Suivons l'évolution du 
ontenu des registres du dé
odeur sur la table 8.7 :Comme attendu, nous avons pu 
orriger l'erreur 3 
oups d'horloge après avoir 
al
ulé le reste.
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teur d'erreur e(p) s(p)1000000 1 10100000 p p0010000 p2 p20001000 p3 1 + p0000100 p4 p+ p20000010 p5 1 + p+ p20000001 p6 1 + p2LSB MSBTable 8.6 � table des syndromesentrée 
oup d'horloge s1 s2 s30 0 0 0MSB 1 1 1 0 01 2 1 1 00 3 0 1 11 4 0 1 11 5 0 1 11 6 0 1 1LSB 1 7 0 1 1 → s(p) = p+ p28 1 1 1 → s(p)p9 1 0 1 → s(p)p210 1 0 0 → s(p)p3 = 1on a don
 j = 7− 3 = 4Table 8.7 � Evolution du 
ontenu des registres8.5 Corps de Galois à 2
m élémentsLe 
orps de Galois �ni GF(2m) est isomorphe au 
orps des polyn�mes à 
oe�
ients dans GF(2)modulo un polyn�me irrédu
tible dans GF(2) et de degré m.Prenons un exemple pour illustrer 
es propos. Soit m = 4 et le polyn�me irrédu
tible 1+p+p4.Nous avons vu dans la table 8.1 que 
e polyn�me est fa
teur de p15 − 1.Soit α une ra
ine de 
e polyn�me : 1 + α + α4 = 0. On peut montrer que les puissan
essu

essives de α engendrent les 2m − 1 éléments non nuls du 
orps GF(2m). La table 8.8 liste leséléments du 
orps GF(24) ainsi 
onstruit.A 
haque élément non nul du 
orps GF(2m) on asso
ie un polyn�me minimal.Dé�nition : le polyn�me minimal mi(p) est le polyn�me irrédu
tible de plus faible degré dont

αi est ra
ine.Pour l'exemple pré
édent les 15 polyn�mes minimaux sont les suivants :
m1(p) = m2(p) = m4(p) = m8(p) = 1 + p+ p4

m3(p) = m6(p) = m9(p) = m12(p) = 1 + p+ p2 + p3 + p4

m5(p) = m10(p) = 1 + p+ p2

m7(p) = m11(p) = m13(p) = m14(p) = 1 + p3 + p4

m0(p) = 1 + p (8.11)On retrouve les 5 polyn�mes irrédu
tibles fa
teur de p15 − 1.



108 CHAPITRE 8. CODES CYCLIQUESélément polyn�me représentation binaire0 0 00001 1 0001
α p 0010
α2 p2 0100
α3 p3 1000
α4 1 + p 0011
α5 p+ p2 0110
α6 p2 + p3 1100
α7 1 + p+ p3 1011
α8 1 + p2 0101
α9 p+ p3 1010
α10 1 + p+ p2 0111
α11 p+ p2 + p3 1110
α12 1 + p+ p2 + p3 1111
α13 1 + p2 + p3 1101
α14 1 + p3 1001Table 8.8 � Liste des éléments du 
orps GF(24).8.6 Les 
odes BCHLes 
odes BCH sont des 
odes 
y
liques binaires. Ils ont été dé
ouverts par Ho
quenghem 1 [16℄puis par Bose et Ray-Chaudhuri [5℄. Ils permettent de 
onstruire des 
odes ave
 les paramètressuivants :

N = 2m − 1

N −K ≤ me

dmin ≥ 2e+ 1 (8.12)Comme tous les 
odes 
y
liques, un 
ode BCH est dé�ni par son polyn�me générateur g(p).Le polyn�me générateur g(p) possède parmi ses ra
ines les 2e puissan
es 
onsé
utives de α. Ainsi,le polyn�me générateur g(p) est le produit des polyn�mes minimaux asso
iés à α, α2, α3, . . . , α2esans qu'au
un des polyn�mes ne soit répété :
g(p) = PPCM[m1(p),m2(p),m3(p), . . . ,m2e(p)

] (8.13)PPCM : plus petit 
ommun multiple.Comme dans GF(2m), αi et α2i sont ra
ines du même polyn�me minimal, pour la déterminationde g(p), il su�t de ne 
onsidérer que les puissan
es impaires de α :
g(p) = PPCM[m1(p),m3(p), . . . ,m2e−1(p)

] (8.14)Exemple : Construisons un 
ode BCH ave
N = 15 et sa
hant 
orriger deux erreurs soit e = 2.Puisque N = 2m − 1, on obtient m = 4 et la distan
e minimale est supérieure ou égale à 5. Sonpolyn�me générateur g(p) est le suivant :
g(p) = m1(p)m3(p)1. A Ho
quenghem (1908-1990) était professeur titulaire de la 
haire de mathématiques générales en vue desappli
ations au CNAM



8.6. LES CODES BCH 109A partir de la liste des polyn�mes minimaux pour GF(24), on obtient :
g(p) = (1 + p+ p4)(1 + p+ p2 + p3 + p4) = 1 + p4 + p6 + p7 + p8Comme le degré de g(p) est N −K = 8, le 
ode BCH ainsi généré sera un 
ode (15,7). Sa distan
eminimale est exa
tement égale à 5.La table 8.9 présente les polyn�mes générateurs des 
odes BCH 
orrigeant jusqu'à 3 erreursave
 N ≤ 63. Une table plus exhaustive est donnée dans [26℄.

N K e g(p)GF(23) 7 4 1 p3 + p+ 1GF(24) 15 11 1 p4 + p+ 17 2 p8 + p7 + p6 + p4 + 15 3 p10 + p8 + p5 + p4 + p2 + p+ 1GF(25) 31 26 1 p5 + p2 + 121 2 p10 + p9 + p8 + p6 + p5 + p3 + 116 3 p15 + p11 + p10 + p9 + p8 + p7 + p5 + p3 + p2 + p+ 1GF(26) 63 57 1 p6 + p+ 151 2 p12 + p10 + p8 + p5 + p4 + p3 + 145 3 p18 + p17 + p16 + p15 + p9 + p7 + p6 + p3 + p2 + p+ 1Table 8.9 � Liste des polyn�mes générateurs des 
odes BCH ave
 N ≤ 63.Nous savons que le polyn�me générateur g(p) d'un 
ode BCH possède α, α2, . . . , α2e 
ommera
ines. Ainsi tout mot de 
ode aura aussi α, α2, α3, . . . , α2e 
omme ra
ines.Soit un mot de 
ode c(p) = c0 + c1p+ · · ·+ cN−1p
N−1Cette propriété peut s'é
rire 
omme suit :

c(αi) = c0 + c1α
i + · · ·+ cN−1α

(N−1)i = 0 ∀i 1 ≤ i ≤ 2e (8.15)Cette relation peut s'é
rire aussi sous la forme matri
ielle suivante :
(c0 c1 . . . cN−1)











1 1 . . . 1
α α2 . . . α2e... ... . . . ...

αN−1 α2(N−1) . . . α2e(N−1)











= 0 (8.16)La matri
e de parité s'é
rit don
 :H =











1 α . . . αN−1

1 α2 . . . α2(N−1)... ... . . . ...
1 α2e . . . α2e(N−1)











(8.17)Cette matri
e véri�e la relation 
HT = 0. Il est alors possible de démontrer que le 
ode 
orrigebien e erreurs.Exemple (suite) :Les lignes de la matri
e de parité (8.17) qui 
orrespondent à un même polyn�me minimal n'ontpas besoin d'être répétées et on obtient don
 pour le 
ode BCH dé�ni par g(p) = 1+p4+p6+p7+p8la matri
e de parité suivante :
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(

1 α α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

1 α3 α6 α9 α12 1 α3 α6 α9 α12 1 α3 α6 α9 α12

) (8.18)Finalement, en remplaçant 
haque puissan
e de α par sa représentation binaire, on obtient :
H =

























1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1

























(8.19)
8.6.1 Dé
odage des 
odes BCH8.6.2 Introdu
tionLe dé
odage 
lassique des 
odes BCH peut don
 être séparé en 3 étapes distin
tes :1. Cal
ul des 2e 
omposantes du syndrome s = (s1s2 . . . s2e)2. Re
her
he du polyn�me lo
alisateur d'erreurs σ(p)3. Détermination des ra
ines du polyn�me σ(p)8.6.3 
al
ul du syndromeSoit c(p) = c0 + c1p + · · · + cN−2p

N−2 + cN−1p
N−1 le mot de 
ode, y(p) = y0 + y1p + · · · +

yN−2p
N−2 + yN−1p

N−1 le mot reçu et e(p) = e0 + e1p + · · · + eN−2p
N−2 + eN−1p

N−1 le motd'erreur. On a alors :
y(p) = c(p) + e(p) (8.20)La première étape 
onsiste à 
al
uler le syndrome s dé�ni par un ve
teur à 2e éléments. Pardé�nition le syndrome est égal au produit du ve
teur reçu par la matri
e de 
ontrole transposé :s = (s1, s2, . . . , s2e) = yHT = (y0, y1, . . . , yN−1)HT (8.21)Les 2e 
omposantes du syndrome sont 
al
ulées 
omme suit :

si = y(αi) = c(αi) + e(αi) = e(αi) ∀i 1 ≤ i ≤ 2e (8.22)Il faut noter que si il n'y a pas d'erreur (e(p) = 0), les 2e 
omposantes du syndrome sont nulles.Supposons que le mot d'erreur soit 
omposé de v erreurs ( ave
 v ≤ e) :
e(p) = pj1 + pj2 + · · ·+ pjv (8.23)ave
 0 ≤ j1 ≤ j2 · · · ≤ jv ≤ N − 1.A partir de (8.22), on obtient le système d'équation suivant :

s1 = e(α) = αj1 + αj2 + · · ·+ αjv

s2 = e(α2) = (αj1 )2 + (αj2 )2 + · · ·+ (αjv )2

s3 = e(α3) = (αj1 )3 + (αj2 )3 + · · ·+ (αjv )3...
s2e = e(α2e) = (αj1 )2e + (αj2)2e + · · ·+ (αjv )2e (8.24)



8.6. LES CODES BCH 111Posons βk = αjk 1 ≤ k ≤ v le système d'équation devient :
s1 = β1 + β2 + · · ·+ βv

s2 = (β1)
2 + (β2)

2 + · · ·+ (βv)
2

s3 = (β1)
3 + (β2)

3 + · · ·+ (βv)
3...

s2e = (β1)
2e + (β2)

2e + · · ·+ (βv)
2e (8.25)Dé�nissons le polyn�me suivant :

σ(p) =

v
∏

k=1

(1− βkp)

= σ0 + σ1p+ σ2p
2 + . . . σvp

v (8.26)Ce polyn�me est appelé polyn�me lo
alisateur d'erreur 
ar les inverses des ra
ines de σ(p) sontégales à βk = αjk et permettent de lo
aliser la position des erreurs jk.Les 
oe�
ients σk véri�ent les équations suivantes :
σ0 = 1

σ1 = β1 + β2 + · · ·+ βv

σ2 = β1β2 + β1β3 + · · ·+ βv−1βv...
σv = β1β2 . . . βv (8.27)Pour déterminer les 
oe�
ients σk, on utilisera les relations dites de Newton suivantes :

s1 + σ1 = 0

s2 + σ1s1 + 2σ2 = 0

s3 + σ1s2 + σ2s1 + 3σ3 = 0...
sv + σ1sv−1 + · · ·+ σv−1s1 + vσv = 0 (8.28)et pour i > v

si + σ1si−1 + · · ·+ σvsi−v = 0Il faut noter que dans le 
as binaire iσi = 0 si i est pair.8.6.4 Détermination du polyn�me lo
alisateur d'erreur par l'appro
hematri
ielleL' appro
he matri
ielle 
onsiste à résoudre dire
tement le système de Newton (8.28) pourdéterminer le polyn�me lo
alisateur d'erreur σ(p).Dans le 
as binaire, le système de Newton (8.28) peut s'é
rire sous la forme matri
ielle suivante :
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

















1 0 0 0 0 . . . 0
s2 s1 1 0 0 . . . 0
s4 s3 s2 s1 1 . . . 0... ... ... ... ... . . . ...

s2v−4 s2v−5 . . . . . . . . . . . . sv−3

s2v−2 s2v−3 . . . . . . . . . . . . sv−1





































σ1
σ2
σ3...
σv−1

σv



















=



















s1
s3
s5...

s2v−3

s2v−1



















(8.29)Par exemple si v = 2 le système devient
(

1 0
s2 s1

)(

σ1
σ2

)

=

(

s1
s3

) (8.30)Et les solutions sont :
σ1 = s1 σ2 = s3

s1
+ s2.La pro
édure par appro
he matri
ielle peut être résumée ainsi :Tout d'abord on fait l'hypothèse que v = e et on essaye de résoudre le système de Newton(8.29) en remplaçant v par e. Si v est égal à e ou e−1, la solution unique sera trouvée. Si v < e−1,alors le système n'aura pas de solution. Dans 
e 
as, on doit faire l'hypothèse que v = e − 2 etessayer de résoudre le système de Newton (8.29) en remplaçant 
ette fois 
i v par e− 2. On répète
ette te
hnique jusqu'à 
e que l'on trouve une solution.On peut se rendre 
ompte que l'appro
he matri
ielle ne présente un interet que lorsque la
apa
ité de 
orre
tion du 
ode BCH est limitée ( par exemple e ≤ 3).Nous allons maintenant voir un algorithme dont la portée est beau
oup plus générale : l'algo-rithme de Berlekamp-Massey.8.6.5 Détermination du polyn�me lo
alisateur d'erreur par l'algorithmede Berlekamp-MasseyCet algorithme a été proposé par Berlekamp [3℄ et son fon
tionnement a été é
lair
i par Massey[24℄. Nous nous 
ontenterons i
i de présenter l'algorithme sans en faire la démonstration. Pour unedes
ription détaillée, nous renvoyons le le
teur à l'ouvrage de Berlekamp.La première étape 
onsiste à déterminer le polyn�me de degré minimal σ(1)(p) dont les 
oef-�
ients véri�ent la première égalité de Newton (8.28). Si les 
oe�
ients véri�ent aussi la se
ondeégalité de Newton, on pose alors σ(2)(p) = σ(1)(p). Sinon, on ajoute un terme 
orre
tif à σ(1)(p)pour obtenir σ(2)(p). Le polyn�me σ(2)(p) est alors le polyn�me à degré minimum dont les 
oef-�
ients véri�ent les deux premières égalités de Newton. On 
ontinue 
ette pro
édure pour former

σ(3)(p) puis σ(4)(p) jusqu'à obtenir σ(2e)(p). Ce dernier polyn�me est le polyn�me lo
alisateur
σ(p).Soit σ(µ)(p) = 1 + σ

(µ)
1 p + σ

(µ)
2 p2 + · · · + σ

(µ)
lµ
plµ le polyn�me de degré lµ déterminé à la

µeme étape et véri�ant don
 les µ premières équations. Pour déterminer σ(µ+1)(p) on applique lapro
édure suivante :on 
ommen
e par 
al
uler dµ 
omme suit :
dµ = sµ+1 + σ

(µ)
1 sµ + σ

(µ)
2 sµ−1 + · · ·+ σ

(µ)
lµ
sµ+1−lµSi dµ = 0, alors σ(µ+1)(p) = σ(µ)(p). Sinon, on remonte à l'itération ρ telle que dρ 6= 0 et ρ − lρsoit maximal (ave
 lρ degré du polyn�me σ(ρ)(p)). On obtient alors :

σ(µ+1)(p) = σ(µ)(p) + dµd
−1
ρ pµ−ρσ(ρ)(p)Exemple (suite) :



8.6. LES CODES BCH 113Considérons à nouveau le 
ode BCH (15,7) dé�ni par le polyn�me générateur g(p) = 1 + p4 +
p6 + p7 + p8 qui peut 
orriger jusqu'à 2 erreurs.Supposons que le mot de 
ode tout à zéro x(p) = 0 a été transmis et que le mot reçu est égalà r(p) = p4 + p9On 
ommen
e par 
al
uler les 
omposantes du syndrome

s1 = r(α) = α4 + α9 = 1 + α3 = α14

s2 = r(α2) = α8 + α18 = 1 + α2 + α3 = α13

s3 = r(α3) = α12 + α27 = 0

s4 = r(α4) = α16 + α36 = α+ α2 + α3 = α11 (8.31)Comme l'exemple est relativement simple, il est possible de déterminer le polyn�me lo
alisateurd'erreur σ(p) par l'appro
he matri
ielle :On obtient :
σ1 = s1 = α14

σ2 =
s3
s1

+ s2 = s2 = α13 (8.32)Utilisons maintenant l'algorithme de Berlekamp-Massey :
• µ = 0On initialise σ(0)(p) = 1 et on 
al
ule d0 :

d0 = s1 = α14Nous obtenons le tableau suivant :Table 8.10 � tableau partiel pour µ = 0

µ σ(µ)(p) dµ lµ µ− lµ-1 1 1 0 -10 1 α14 0 0Comme d0 est non nul, nous devons ajouter un terme 
orre
tif à σ(0)(p) pour obtenir σ(1)(p) :
σ(1)(p) = σ(0)(p) + dµd

−1
ρ pµ−ρσ(ρ)(p) ave
 ρ = −1

= 1 + α14p (8.33)
• µ = 1On 
al
ule d1 :

d1 = s2 + σ
(µ)
1 s1

= α13 + α14α14

= α13 + α13 = 0 (8.34)



114 CHAPITRE 8. CODES CYCLIQUESTable 8.11 � tableau partiel pour µ = 1

µ σ(µ)(p) dµ lµ µ− lµ-1 1 1 0 -10 1 α14 0 01 1 + α14p 0 1 0Nous obtenons le tableau suivant :Comme d1 est nul, on a :
σ(2)(p) = σ(1)(p) = 1 + α14p

• µ = 2On 
al
ule d2 :
d2 = s3 + σ

(µ)
1 s2 + σ

(µ)
2 s1

= 0+ α13α14 + 0

= α12 (8.35)Nous obtenons le tableau suivant :Table 8.12 � tableau partiel pour µ = 2

µ σ(µ)(p) dµ lµ µ− lµ-1 1 1 0 -10 1 α14 0 01 1 + α14p 0 1 02 1 + α14p α12 1 1Comme d2 est non nul, nous devons ajouter un terme 
orre
tif à σ(2)(p) pour obtenir σ(3)(p) :
σ(3)(p) = σ(2)(p) + dµd

−1
ρ pµ−ρσ(ρ)(p) ave
 ρ = 0

= 1 + α14p+ α12α−14p2

= 1 + α14p+ α13p2 (8.36)
• µ = 3On 
al
ule d3 :

d3 = s4 + σ
(µ)
1 s3 + σ

(µ)
2 s2

= α11 + 0 + α13α13

= 0 (8.37)Nous obtenons le tableau suivant :



8.6. LES CODES BCH 115Table 8.13 � tableau �nal
µ σ(µ)(p) dµ lµ µ− lµ-1 1 1 0 -10 1 α14 0 01 1 + α14p 0 1 02 1 + α14p α12 1 13 1 + α14p+ α13p2 0 2 1Comme d3 est nul, on a σ(4)(p) = σ(3)(p) et on obtient �nalement le polyn�me lo
alisateurd'erreur σ(p) suivant :

σ(p) = σ(2e)(p) = σ(4)(p) = 1 + α14p+ α13p2Il reste maintenant à déterminer les positions des erreurs.8.6.6 Re
her
he des ra
ines du polyn�me lo
alisateur d'erreurNous avons vu pré
édemment que les inverses des ra
ines du polyn�me lo
alisateur d'erreursont égales à βk et permettent de lo
aliser la position des erreurs jk.Si le degré de σ(p) est égal à 1 ou 2, les ra
ines peuvent être déterminées dire
tement. Lorsquele degré de σ(p) est supérieur à 2, on peut faire le test de 
haque puissan
e de α pour voir si 
'estune ra
ine de σ(p). Une autre solution plus simple 
onsiste à appliquer la méthode de Chien :
• initialisation

Qk = σk ave
 k = 1, . . . , v

• pour i = 1, . . . , N

Qk → Qkα
k ave
 k = 1, . . . , vSi v

∑

k=1

Qk = 1 alors il y a une erreur en position N − iNote : la dernière ligne s'explique par la relation ∑v
k=1Qk = σ(αi) + 1.Exemple (suite) :On peut véri�er que

σ(p) = σ(4)(p) = 1 + α14p+ α13p2

= (1 + α4p)(1 + α9p) (8.38)Les ra
ines de σ(p) sont égales à α11 et α6. Les inverses de 
es ra
ines sont β1 = α15−11 = α4 et
β2 = α15−6 = α9. On en déduit don
 bien que les erreurs sont aux positions j1 = 4 et j2 = 9.Nous pouvons également appliquer la méthode de Chien pour déterminer la position des erreurs.Les résultats sont présentés dans le tableau suivant :On retrouve bien que les deux erreurs sont aux positions j1 = 4 et j2 = 9.



116 CHAPITRE 8. CODES CYCLIQUESTable 8.14 � détermination de la position des erreurs par la méthode de Chien
i Q1 Q2

∑

k Qk0 α14 α13 α21 1 1 02 α α2 α53 α2 α4 α104 α3 α6 α25 α4 α8 α56 α5 α10 1 → j1 = 15− 6 = 97 α6 α12 α48 α7 α14 α9 α8 α α1010 α9 α3 α11 α10 α5 1 → j2 = 15−11 = 48.7 Les 
odes Reed-SolomonLes 
odes Reed-Solomon (RS) sont 
onstruits sur le 
orps �ni GF(2m) où m est un entier. Les
2m − 1 éléments non nuls du 
orps GF(2m) sont les puissan
es su

essives de l'élément primitif
α ra
ine de α2m−1 − 1 = 0. Chaque polyn�me minimal asso
ié à un élément non nul αi(i =
0, 1, . . . , 2m − 2) est de la forme mi(p) = p− αi.Le polyn�me générateur g(p) d'un 
ode RS(N,K) de longueur N = 2m − 1 et de dimension Kest le produit des N −K polyn�mes minimaux mi(p) ave
 i = 1, 2, ..., N −K :

g(p) =

N−K
∏

i=1

mi(p)

=

N−K
∏

i=1

(p− αi) (8.39)Comme pour les autres 
odes 
y
liques, le degré de g(p) est N −K.La distan
e minimale de Hamming dmin de 
es 
odes est égale àN−K+1. Ces 
odes atteignentdon
 la borne de Singleton.Par rapport aux 
odes binaires, la 
apa
ité de 
orre
tion des 
odes RS est don
 de e = N−K
2symboles de m bits soit au maximum me bits. Par exemple, un 
ode RS(255, 239, 17) dansGF(28)peut 
orriger jusqu'à 8 o
tets mais ne pourra 
orriger 64 bits que si 
es bits erronés sontlo
alisés dans seulement 8 o
tets.Le taux d'erreurs mot est égal à :

TEM =

N
∑

i=e+1

Ci
N (TESE)

i(1− TESE)
N−iPar 
onséquent, le taux d'erreurs symbole TESS en sortie d'un dé
odeur de Reed-Solomon àentrées dures est le suivant :

TESS =
1

N

N
∑

i=e+1

iCi
N (TESE)

i(1− TESE)
N−ioù TESE est le taux d'erreurs symbole en entrée.



8.7. LES CODES REED-SOLOMON 117La 
ourbe de performan
e TESS = f(TESE) pour le 
ode Reed Solomon (255, 239, 17) estprésentée sur la �gure 8.7.
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Figure 8.8 � TESS = f(TESE) pour le 
ode Reed Solomon (255, 239, 17).D'un point de vue dé
odage, 
es 
odes sont dé
odés 
omme les 
odes BCH. On doit seulementajouter une opération qui 
onsiste à évaluer l'amplitude des erreurs. Cette évaluation permet dedéterminer la position des bits erronés à l'intérieur d'un symbole erroné.Les 
odes RS sont parti
ulièrement bien adaptés à la 
orre
tion de paquets d'erreurs dans lessystèmes de 
ommuni
ation.Les 
odes de Reed Solomon les plus utilisés sont le (255, 239, 17), (255, 223, 33) et (255, 251, 5)dans GF (28). Ce dernier 
ode est utilisé pour les disques 
ompa
ts audio (
ode CIRC CrossInterleave Reed-Solomon Code 
omposé d'un 
ode (28,24) d'un entrela
eur et d'un 
ode (32,28)).



Chapitre 9Codes 
onvolutifs9.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous présenterons les 
odes 
onvolutifs binaires et leurs 
odeurs. Puis, nousintroduirons l'algorithme de Viterbi utilisé pour le dé
odage de 
es 
odes.Pour plus d'informations sur les 
odes 
onvolutifs nous renvoyons le le
teur à l'arti
le de réfé-ren
e de Forney [12℄ et aux livres de Viterbi et Omura [33℄ et de Johannesson et Zigangirov [18℄.Nous nous limiterons i
i au 
as des 
odes 
onvolutifs binaires.9.2 Les 
odes 
onvolutifs9.2.1 Stru
tures et représentations mathématiquesUn 
ode 
onvolutif est un 
ode qui transforme une séquen
e semi-in�nie de mots d'informationsen une autre séquen
e semi-in�nie de mots de 
ode.Soit u la séquen
e d'entrée ou séquen
e de mots d'information de dimension k d'un 
odeur
onvolutif binaire de rendement k
n , u = u0,u1,u2, . . . ave
 ui = [u1i , u

2
i , ..., u

k
i ] et 
 la séquen
e desortie ou séquen
e de mots de 
ode de dimension n, 
 = 
0, 
1, 
2, . . . ave
 
i = [c1i , c

2
i , ..., c

n
i ].

codeur
convolutif

R=k/n

0u

u c

1
0u
2
0u

ku0

⋮

1u
1
1u
2
1u

ku1

⋮

2u
1
2u
2
2u

ku2

⋮

⋯

⋯

Ó

Ô

0c
1
0c
2
0c

0
nc

⋮

1c
1
1c
2
1c

1
nc

⋮

2c
1
2c
2
2c

2
nc

⋮

⋯

⋯

Ó

Ô

Il est souvent plus simple d'utiliser l'opérateur de délai D pour dé
rire 
es séquen
es (l'opéra-118



9.2. LES CODES CONVOLUTIFS 119teur D doit être i
i 
onsidéré 
omme un marqueur de position). On a alors :
c(D) = [c1(D), c2(D), ..., cn(D)] et u(D) = [u1(D), u2(D), ..., uk(D)] (9.1)ave

uj(D) =

∞
∑

i=0

ujiD
i et cj(D) =

∞
∑

i=0

cjiD
i ave
 uji , c

j
i ∈ F2 (9.2)où F2 est le 
orps de Galois à 2 éléments. L'ensemble des séries de Laurent 
ausales de la forme

a(D) =
∞
∑

i=0

aiD
i ave
 ai ∈ F2
onstitue un idéal 1 noté F2[[D]], sous ensemble du 
orps des séries de Laurent F2((D)). Il fautnoter que 
ertains auteurs préfèrent 
onsidérer les séquen
es u(D) et c(D) 
omme des séries deLaurent.Dé�nition 1 : un 
odeur 
onvolutif binaire de rendement k/n est la réalisation par un 
ir
uitlinéaire de l'asso
iation φ d'une séquen
e de mots d'information de k bits u(D) ave
 une séquen
ede mots de 
ode de n bits 
(D) :

φ :Fk
2 [[D]] → F

n
2 [[D]]

u(D) → c(D)ave

c(D) = u(D)G(D) (9.3)

G(D) est la matri
e génératri
e utilisée par le 
odeur. G(D) est de dimension k×n et de rang
k.

G(D) =









g1,1(D) g1,2(D) · · · g1,n(D)
g2,1(D) g2,2(D) · · · g2,n(D)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
gk,1(D) gk,2(D) · · · gk,n(D)









(9.4)Les éléments gi,j(D) de la matri
e génératri
eG(D) sont des polyn�mes de D ou des fon
tionsrationnelles de polyn�mes de D.Pour une matri
e génératri
e �xée, plusieurs ar
hite
tures de 
odeurs sont possibles. Il existe2 familles de 
odeurs : les 
odeurs non ré
ursifs et les 
odeurs ré
ursifs.Dans le 
as d'un 
odeur non ré
ursif, les n bits de sortie dépendent des k bits d'entrée 
ourantset d'un nombre �ni de bits d'entrée pré
édents. Ce 
odeur peut être vu 
omme un système àréponse impulsionnelle �nie (RIF) sur le 
orps de Galois F2 . Tous les éléments gi,j(D) de lamatri
e génératri
e sont alors des polyn�mes dans D.Dé�nition 2 : un 
ode 
onvolutif est l'ensemble de toutes les séquen
es de sortie possibles
c(D) du 
odeur 
onvolutif.Pour un 
ode 
onvolutif, il existe un ensemble de matri
es génératri
es G(D) et de 
odeursqui génèrent 
elui-
i.Dé�nition 3 : deux matri
es génératri
es G(D) et G′(D) sont équivalentes si elles engendrentle même 
ode. Deux 
odeurs 
onvolutifs sont équivalents si leurs matri
es génératri
es sont équi-valentes.1. un idéal est une stru
ture algébrique dé�nie par un anneau



120 CHAPITRE 9. CODES CONVOLUTIFSPour un 
odeur donné, soit Mi le nombre de 
ellules mémoires asso
iées à la ième séquen
ed'entrée binaire :
Mi = max

i≤j≤n
deg gij(D)Le nombre total de 
ellules mémoires est égal à M =

∑k
i=1Mi. M détermine la 
omplexité du
odeur.Exemple 1 : Considérons l'exemple du 
odeur 
onvolutif non ré
ursif k = 1, n = 2 M = 2donné sur la �gure 9.2.1.

Õu

Ö
×Ø

D D
Ö
×Ù

Ú
×Ù

Ú
×ØFigure 9.1 � 
odeur 
onvolutif non ré
ursif de rendement 1/2 M=2 g1=7, g2=5.Sa matri
e génératri
e est la suivante :

G(D) = (g1(D), g2(D)) = (1 +D +D2, 1 +D2)Le degré maximum des polyn�mes étant égal à 2, la réalisation de 
e 
odeur né
essiteraM = 2
ellules mémoire.On dé
rit également les polyn�mes générateurs du 
odeur 
onvolutif sous une forme o
tale :
g1(D) = g10 + g11D + g12D

2 = 1 +D +D2

g1 = [111]bin = 7o
t
g2(D) = g20 + g21D + g22D

2 = 1 +D2

g2 = [101]bin = 5o
tDans 
et exemple on a les relations :
u(D) = u0 + u1D + u2D

2 + . . .

c1(D) = c10 + c11D + c12D
2 + · · · = u(D)(1 +D +D2) (9.5)

c2(D) = c20 + c21D + c22D
2 + · · · = u(D)(1 +D2) (9.6)Les équations 9.5 et 9.6 peuvent aussi à l'instant i s'é
rire :

c1i = g10ui + g11ui−1 + g12ui−2 = ui + ui−1 + ui−2

c2i = g20ui + g21ui−1 + g22ui−2 = ui + ui−2Le rendement de 
e 
ode est égal à 1/2.Exemple 2 : Considérons l'exemple du 
odeur 
onvolutif non ré
ursif k = 1, n = 2 M = 6donné sur la �gure 9.2.1.Sa matri
e génératri
e est la suivante :
G(D) = (g1(D), g2(D)) = (1 +D2 +D3 +D5 +D6, 1 +D +D2 +D3 +D6)Ce 
odeur est un standard utilisé dans le domaine spatial et les télé
ommuni
ations.
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s
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s
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s
 5

i
s


6

i
s


Figure 9.2 � 
odeur 
onvolutif non ré
ursif de rendement 1/2 M=6 g1=133, g2=171.Pour le 
odeur ré
ursif, les n bits de sortie peuvent dépendre d'un nombre in�ni de bits d'entréepré
édents. C'est pourquoi le 
odeur ré
ursif est un système à réponse impulsionnelle in�nie (RII)sur F2.Pour les 
odeurs ré
ursifs, les éléments gi,j(D) de la matri
e génératri
e sont des rapports depolyn�mes.Un 
odeur 
onvolutif binaire de rendement k/n est appelé systématique si les k bits de l'entréesont re
opiés à la sortie du 
odeur. Sa matri
e génératri
e s'é
rit alors :
G(D) = (Ik R(D))Exemple 3 Considérons l'exemple du 
odeur 
onvolutif ré
ursif systématique k = 1, n = 2

M = 2 donné sur la �gure 9.2.1.
i
u


D
 D

1

i
s
 2


i
s


c

S


i


c

P


i
Figure 9.3 � 
odeur 
onvolutif ré
ursif systématique de rendement 1/2 M=2.La matri
e génératri
e de 
e 
odeur 
onvolutif ré
ursif systématique est la suivante :
G(D) =

[

1,
1 +D2

1 +D +D2

]Les 
odeurs de l'exemple 1 et 3 sont équivalents.Les 
odeurs 
onvolutifs ré
ursifs ont été peu utilisés 
ar 
eux-
i produisent les mêmes 
odes
onvolutifs que les 
odeurs 
onvolutifs non ré
ursifs. Cependant, les travaux de Battail [?℄ ontmontré qu'un 
odeur 
onvolutif ré
ursif imitait le 
odeur aléatoire si le polyn�me dénominateurétait primitif. Ce
i justi�e leur utilisation dans les 
odes 
onvolutifs 
on
aténés en parallèle.9.2.2 Représentation matri
ielle des 
odes 
onvolutifsPar rapport au 
odeur en blo
, un 
odeur 
onvolutif 
ontient des 
ellules mémoires internessto
kant un ve
teur d'états 
omposé de M bits. Ainsi, le mot de 
ode 
i est une fon
tion linéairedu mot d'information ui mais aussi de l'état interne du 
odeur à l'instant i, si.Les équations reliant ui, si, si+1 et 
i sont les suivantes :
{

si+1 = siA+ uiB
ci = siC + uiD

(9.7)



122 CHAPITRE 9. CODES CONVOLUTIFSAlors qu'un 
odeur en blo
 linéaire binaire (N,K) est dé�ni par une seule matri
e G dedimension K ×N , un 
odeur 
onvolutif de rendement k/n est dé�ni par les 4 matri
es A,B, C et
D dont les dimensions sont les suivantes :

A :M ×M

B : k ×M

C :M × n

D : k × n (9.8)Ces équations 
orrespondent exa
tement aux équations d'état et de sortie utilisées pour dé
rireun système linéaire dis
ret à entrées et sorties multiples et invariant dans le temps dans la théoriedes systèmes.Pour l'exemple 1 
i-dessus, on a également les relations suivantes :
s1i+1 = ui (9.9)
s2i+1 = s1i (9.10)

c1i = ui + s1i + s2i (9.11)
c2i = ui + s2i (9.12)Ainsi, nous avons les équations d'état et de sortie suivantes :

si+1 =
(

s1i+1 s2i+1

)

=
(

s1i s2i
)

(

0 1
0 0

)

+ ui
(

1 0
) (9.13)

ci =
(

c1i c2i
)

=
(

s1i s2i
)

(

1 0
1 1

)

+ ui
(

1 1
) (9.14)A partir des équations d'état et de sortie (9.7), nous avons les relations suivantes en utilisantl'opérateur de délai unité D :

{

s(D)D−1 = s(D)A+ u(D)B
c(D) = s(D)C + u(D)D (9.15)où u(D) et c(D) sont dé�nis dans (9.1) et (9.2) et

s(D) = [s1(D), s2(D), ..., sM (D)] ave
 sj(D) =

∞
∑

i=0

sjiD
iOn obtient alors la relation 
lassique entre la matri
e génératri
e G(D) et les matri
es de laréalisation A,B,C et D.

G(D) = D + B(D−1IM −A)−1C (9.16)Une dernière représentation matri
ielle des 
odes 
onvolutifs s'obtient en sérialisant les bitsd'entrée et de sortie du 
odeur 
onvolutif : Soit
u = u10, u

2
0, . . . , u

k
0 , u

1
1, u

2
1, ..., u

k
1 , . . .

c = c10, c
2
0, . . . , c

n
0 , c

1
1, c

2
1, ..., c

n
1 , . . .La relation (9.3) devient alors :

c = uG (9.17)
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1
ic

1
0g

iu 1
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D
1
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1
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2
0g 2

1g
2
Mg

ng0
ng1

n
Mg

DD
2
is M

is

2
ic

n
icFigure 9.4 � 
odeur 
onvolutif non ré
ursif générique de rendement 1/n.où G est une matri
e génératri
e semi-in�nie dont les éléments sont binaires.Nous ne dé
rirons la matri
e G que dans le 
as des 
odeurs 
onvolutifs ave
 k = 1 (rendement

1/n) de la �gure 9.2.2. Le 
as général se déduit sans au
une di�
ulté.La matri
e G est alors de la forme :
G =











g0 g1 g2 . . . gM

g0 g1 . . . gM−1 gM

g0 . . . gM−2 gM−1 gM. . . . . . . . . . . . . . . (9.18)ave
 gi = [g1i g
2
i . . . g

n
i ]. Les espa
es blan
s 
orrespondent à des zérosPour l'exemple 1, la matri
e génératri
e est la suivante :

G =











1 1 1 0 1
1 1 1 0 1

1 1 1 0 1. . . 









(9.19)Comme pour les 
odes en blo
, on peut introduire la matri
e de parité H semi-in�nie suivante :
GHT = 0 (9.20)Chaque séquen
e c devra don
 satisfaire la relation
cHT = 0 (9.21)Pour l'exemple 1, la matri
e de parité est la suivante :

H =



















1 1
0 1 1 1
1 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1. . .



















(9.22)



124 CHAPITRE 9. CODES CONVOLUTIFS9.3 Représentations graphiques des 
odes 
onvolutifs9.3.1 Diagramme de transitions d'étatLe diagramme de transitions d'état permet de dé
rire simplement le fon
tionnement du 
odeur
onvolutif. Pour un 
odeur 
onvolutif ré
ursif 
omposé de M 
ellules mémoires, on dé�nit l'étatinterne du 
odeur à l'instant i par un ve
teur si de dimension M :
si = [s1i , s

2
i , ...s

M
i ] .

sji est l'état à l'instant i de la j-ième 
ellule mémoire.Le diagramme de transition d'état est un graphe orienté 
omposé de 2M sommets. Chaquesommet 
orrespond à un état interne du 
odeur.Un exemple de diagramme de transition pour le 
odeur 
onvolutif non ré
ursif de rendement1/2 de l'exemple 1 dé�ni par la matri
e génératri
e G(D) = (1+D+D2, 1+D2) est donné �gure9.5.
11


]
01
[


]
11
[


]
10
[

b


a


]
00
[


d


c


11


01
 01


10


00


10


00
Figure 9.5 � Diagramme d'état pour le 
ode 
onvolutif non ré
ursif g1 = 7, g2 = 5.Dans 
et exemple on a M = 2 et don
 2M = 4 états internes du 
odeur :Table 9.1 � Des
ription des états internesétat interne s1i s2ia 0 0b 0 1
 1 0d 1 1Chaque bran
he est renseignée ave
 les bits de sortie ( i
i c1i et c2i ). Les bran
hes en traitspointillés et 
ontinus 
orrespondent respe
tivement à un bit d'entrée égal à 0 et à 1.9.3.2 Diagramme en treillisA partir du diagramme de transitions d'état, il est possible de 
onstruire un graphe bipartiappelé aussi treillis élémentaire. Chaque bran
he b de 
e graphe biparti relie un état de départ
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s−(b) et un état d'arrivée s+(b). Le treillis élémentaire pour le 
odeur 
onvolutif non ré
ursif del'exemple 1 est donné �gure 9.6.

00


00


11


11


10


10


01
01


a


b


c


d
Figure 9.6 � Treillis élémentaire d'un 
odeur 
onvolutif non ré
ursif g1 = 7, g2 = 5.A 
haque noeud arrivent et partent 2k bran
hes. Le nombre total de bran
he est don
 égal à
2k+M ; (dans 
et exemple k = 1, M = 2 et don
 2k+M = 8 ).Le diagramme en treillis est un diagramme de transitions d'état où l'abs
isse 
orrespond autemps. Il est obtenu simplement en assemblant un nombre in�ni de treillis élémentaires. Le dia-gramme en treillis pour le 
odeur 
onvolutif non ré
ursif de rendement 1/2 de l'exemple 1 estdonné �gure 9.7.

00
 00
 00
 00


00
 00


11


11

11


11
 11


11


10
 10


10
 10


10


01

01


01
 01
01


a


b


c


d


i=0
 i=1
 i=2
 i=3
 i=4
Figure 9.7 � Diagramme en treillis d'un 
odeur 
onvolutif non ré
ursif g1 = 7, g2 = 5.Sur 
haque bran
he on renseigne la valeur des deux bits de sortie c1i et c2i . Dans 
e diagrammeen treillis, les traits gras 
orrespondent à ui = 1 alors que les traits pointillés 
orrespondent à
ui = 0 . On peut 
onstater sur 
e diagramme qu'après une période transitoire, le diagramme entreillis est bien la 
on
aténation de treillis élémentaires.9.3.3 Graphes TWLLes graphes TWL (Tanner, Wiberg et Loeliger) [?℄ sont utilisés pour dé
rire à la fois le 
odageet le dé
odage des 
odes 
onvolutifs et des 
odes 
onvolutifs 
on
aténés.



126 CHAPITRE 9. CODES CONVOLUTIFSEn plus des n÷uds de variable binaire et des n÷uds de 
ontr�le de parité, nous utiliserons unetroisième famille de n÷uds appelés n÷uds de variable d'état ou n÷uds de variable binaire 
a
hée. Nous représenterons les n÷uds de variable 
a
hée par un double 
er
le. De plus, les n÷udsde 
ontr�le de parité peuvent être rempla
és par des n÷uds de 
ontr�le plus généraux appelésfon
tions lo
ales. Ces fon
tions lo
ales sont symbolisées par des 
arrés noirs dans 
es graphes.Le graphe TWL d'un 
odeur 
onvolutif systématique de rendement 1/2 est donné �gure 9.8.
PSfrag repla
ements

u0 u1 u2 u3

cP0 cP1 cP2 cP3

s0 s1 s2 s3 s4
T0 T1 T2 T3Figure 9.8 � Graphe TWL d'un 
odeur 
onvolutif systématique de rendement 1/2.La fon
tion lo
ale Ti(si, cPi , ui, si+1) à la position i est dé�nie à partir des équations d'état etde sortie (9.7) du 
odeur 
onvolutif. On a :

Ti(si, c
P
i , ui, si+1) =

{

1 si les équations (9.7) sont valides
0 sinon (9.23)La fon
tion lo
ale Ti(si, cPi , ui, si+1) 
orrespond au treillis élémentaire du 
odeur 
onvolutif quirelie si, si+1, cPi et ui.9.4 Distan
e minimale et fon
tion de transfert des 
odes
onvolutifsLa détermination de la distan
e minimale d'un 
ode 
onvolutif peut s'obtenir à partir dudiagramme en treillis. Pour déterminer la distan
e minimale on prend 
omme 
hemin de référen
ele 
hemin asso
ié à la séquen
e d'entrée nulle u = [0, 0, . . . ]. Ce 
hemin est représenté en gras surle diagramme en treillis de la �gure 9.9. Sur 
haque bran
he, on a noté le poids de Hamming desdeux bits de sortie c1i et c2i .

a


b


c


d


i=0
 i=1
 i=2
 i=3
 i=4


chemin nul  de référence


2


1


1


1


1


2
 2


0


Figure 9.9 � Diagramme en treillis d'un 
odeur 
onvolutif non ré
ursif g1 = 7, g2 = 5.
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e diagramme on 
onstate qu'un seul 
hemin quittant le 
hemin de référen
e àl'instant i = 0 est à la distan
e 5 du 
hemin de référen
e. Il s'agit du 
hemin (a, c, b, a). Ainsi,la distan
e minimale de 
e 
ode 
onvolutif est égale à 5. Il est à noter qu'il existe deux 
hemins
(a, c, d, b, a) et (a, c, b, c, b, a) à la distan
e 6 du 
hemin de référen
e.La fon
tion de transfert d'un 
ode 
onvolutif permet de déterminer les propriétés de distan
e de
elui-
i. Cette fon
tion s'obtient à partir du diagramme d'états du 
odeur 
onvolutif. Nous allonsmontrer 
omment 
al
uler 
ette fon
tion de transfert en utilisant l'exemple 1. Le diagramme d'étatde 
e 
odeur 
onvolutif a été donné sur la �gure 9.5.Pour déterminer la fon
tion de transfert, nous devons modi�er 
e diagramme 
omme suit : toutd'abord 
haque bran
he est renseignée ave
 DwONwI où wI et wO sont respe
tivement le poids deHamming des bits d'information et des bits de sortie. Dans notre exemple, un bit d'information etdeux bits de sorties sont asso
iés à 
haque bran
he. Comme pré
édemment, les bran
hes en traitspointillés et 
ontinus 
orrespondent respe
tivement à un bit d'entrée égal à 0 et à 1. Ensuite,nous supprimons la bran
he se rebou
lant sur l'état a qui n'intervient pas sur les propriétés dedistan
e du 
ode. Finalement, nous séparons le noeud a en deux noeuds distin
ts a et e 
orres-pondant respe
tivement à au noeud d'entrée et au noeud de sortie du diagramme d'état modi�é.Le diagramme d'état modi�é pour l'exemple 1 est donné sur la �gure 9.10.
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Figure 9.10 � Diagramme d'états modi�é d'un 
odeur 
onvolutif non ré
ursif g1 = 7, g2 = 5.A partir de 
e diagramme, nous pouvons alors 
al
uler la fon
tion de transfert du 
ode 
onvo-lutif. Nous avons les relations suivantes :Nous avons les 4 équations suivantes :
Xc = ND2Xa +NXb

Xb = DXc +DXd

Xd = NDXc +NDXd

Xe = D2XbEn résolvant le système d'équations 
i-dessus, on obtient �nalement la fon
tion de transfertsuivante :
T (D,N) =

Xe

Xa
=

ND5

1− 2ND
= ND5 + 2N2D6 + 4N3D7 + 8N4D8 + 16N5D9 + . . .Cette fon
tion nous renseigne en parti
ulier sur la distan
e minimale du 
ode (i
i 5) et le nombrede séquen
es asso
iées ( i
i une seule séquen
e). La fon
tion de transfert permet de prédire lesperforman
es du 
ode 
onvolutif.Sur la table suivante nous présentons les meilleurs 
odes 
onvolutifs de rendement 1/2 :



128 CHAPITRE 9. CODES CONVOLUTIFSnbr mémoire 
ode dmin

1 (2, 3) 3
2 (5, 7) 5
3 (15, 17) 6
4 (23, 35) 7
5 (53, 75) 8
6 (133, 171) 109.5 Algorithme de ViterbiSoit la séquen
e x = (x0, x1, x2, . . . , xN−1) de longueur N envoyée dans un 
anal dis
ret sta-tionnaire sans mémoire de densité de probabilité 
onditionnelle p(y/x) et y = (y0, y1, y2, . . . , yN−1)la séquen
e reçue.Nous avons vu pré
édemment qu'un dé
odeur à maximum de vraisemblan
e (maximum likeli-hood en anglais ou ML) re
her
he la séquen
e x̂ pour laquelle la probabilité 
onditionnelle Pr(y|x)est la plus grande.

x̂ = argmax
x

Pr(y|x) (9.24)En 
onsidérant que les signaux émis sont perturbés indépendamment les uns des autres, laprobabilité 
onditionnelle est égale au produit des probabilités 
onditionnelles Pr(yi|xi) :
Pr(y|x) =

N−1
∏

i=0

Pr(yi|xi) (9.25)L'algorithme de Viterbi [32℄[13℄ appliqué sur le treillis du 
ode 
onvolutif est l'algorithme MLgénéralement utilisé pour le dé
odage des 
odes 
onvolutifs. D'autres dé
odages 
omme le dé
odageséquentiel peuvent également être utilisés lorsque le nombre de mémoires est élevé (M > 10) [18℄.La re
her
he de la séquen
e x̂ la plus probable est équivalente à déterminer le 
hemin ou laséquen
e d'état le plus probable. La séquen
e x̂ se déduit alors immédiatement.Pour le 
anal binaire symétrique de probabilité d'inversion p, la probabilité Pr(y|x) est lasuivante :
Pr(y|x) = pdH(y,x)(1− p)N−dH(y,x) = (1− p)N

(

p

1− p

)dH(y,x) (9.26)où dH(y,x) est la distan
e de Hamming entre la séquen
e reçue y et la séquen
e x. Comme p est
ompris entre 0 et 0.5, on a 0 < p
1−p < 1. Nous avons démontré que maximiser Pr(y|x) revient àminimiser la distan
e de Hamming entre y et x.Considérons maintenant le 
as du dé
odage à entrées souples d'une séquen
e reçue après �ltrageadapté pour un 
anal BBAG. Nous avons vu que nous pouvons exprimer à l'instant i sa sortie yi
omme suit :

yi = xi + ni (9.27)ave
Es énergie moyenne par symbole xi et ni é
hantillon bruit blan
 gaussien 
entré de varian
e
σ2 = N0

2 . Ainsi la sortie du démodulateur la densité de probabilité de yi 
onditionnellement à xiest :
p(yi|xi) =

1√
πN0

exp

{

− [yi − xi]
2

N0

} (9.28)Comme la fon
tion logarithme est 
roissante, au lieu d'utiliser la relation (9.24) pour déterminer
x̂, on peut utiliser :
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x̂ = argmax

x
lnPr(y|x)

= argmax
x

ln
N−1
∏

i=0

Pr(yi|xi) (9.29)
= argmax

x

N−1
∑

i=0

lnPr(yi|xi) (9.30)On obtient don
 une première version du dé
odeur à maximum de vraisemblan
e :
x̂ = argmax

x
lnPr(y|x)

= argmax
x

N−1
∑

i=0

{

− [yi − xi]
2

N0

}

= argmin
x

N−1
∑

i=0

(yi − xi)
2 (9.31)Une se
onde version du dé
odeur à maximum de vraisemblan
e est obtenue en approximantles 
al
uls 
omme suit :

x̂ = argmin
x

N−1
∑

i=0

|yi − xi| (9.32)Cette version sous optimale donne 
ependant de bonnes performan
es et est souvent utilisée enpratique.Dans le 
as d'une modulation bipodale (xi = ±
√
Es) il est possible d'obtenir une troisièmeversion exa
te :

x̂ = argmax
x

lnPr(y|x)

= argmax
x

N−1
∑

i=0

−(yi − xi)
2

= argmax
x

N−1
∑

i=0

−y2i + 2yixi − x2i

= argmax
x

N−1
∑

i=0

yixi (9.33)En e�et, 
omme y2i , et x2i = Es sont 
ommuns à toutes les séquen
es on peut simpli�ersensiblement les 
al
uls sans au
une dégradation des performan
es.L'algorithme de Viterbi utilisé pour le dé
odage à entrées dures ou souples permet de détermi-ner la séquen
e x̂ en évitant de 
al
uler les métriques 
umulées asso
iées à 
ha
une des séquen
espossibles.Le prin
ipe général de l'algorithme de Viterbi 
onsiste à 
haque se
tion du diagramme entreillis à éliminer tous les 
hemins (et les séquen
es asso
iées) qui ne peuvent pas être le 
heminle plus vraisemblable. A 
haque noeud du treillis, on ne 
onserve qu'un seul 
heminPour 
omprendre l'algorithme de Viterbi nous allons utiliser le 
odeur de l'exemple 1. Ledé
odeur sera i
i à entrées dures ; on utilisera don
 
omme métrique la distan
e de Hamming.



130 CHAPITRE 9. CODES CONVOLUTIFSSupposons qu'à l'instant i = 0, le 
odeur 
onvolutif soit dans l'état a et que la séquen
e enentrée du 
odeur soit 1001. La séquen
e en sortie est alors 11 10 11 11. On 
onsidère que laséquen
e reçue est 11 00 11 11 (soit une erreur sur le 3ième bit).A 
haque étape l'algorithme de Viterbi 
al
ule pour 
haque nouvelle bran
he la distan
e deHamming entre le 
ouple de bits reçus et le 
ouple de bits asso
iés à la bran
he 
onsidérée. Puisil 
al
ule les 2k+M métriques 
umulées.Le diagramme en treillis asso
ié est présenté sur la �gure 9.11.
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Figure 9.11 � Diagramme en treillis d'un 
odeur 
onvolutif non ré
ursif g1 = 7, g2 = 5.Ensuite pour 
haque noeud, on ne 
onserve qu'un seul 
hemin baptisé 
hemin survivant : le
hemin survivant étant le 
hemin qui est à la distan
e de Hamming minimale de la séquen
e reçue.Exemple : à l'instant i=3, deux 
hemins 
onvergent vers l'état a :- le 
hemin (a, c, b, a) à la distan
e 0+1+0=1 de la séquen
e reçue.- le 
hemin (a, a, a, a) à la distan
e 2+0+2=4 de la séquen
e reçue.Le survivant en 
e noeud sera don
 le 
hemin (a, c, b, a).A l'instant i = 4, il reste 4 
hemins survivants qui 
onvergent respe
tivement :- vers l'état a ave
 une distan
e de 2- vers l'état b ave
 une distan
e de 3- vers l'état c ave
 une distan
e de 1- vers l'état d ave
 une distan
e de 3.La séquen
e la plus vraisemblablement émise par le 
odeur est don
 
elle qui 
orrespond au 
heminsurvivant qui 
onverge vers l'état c à i = 4 
'est-à-dire le 
hemin (a, c, b, a, c). Ce 
hemin 
orrespondà l'émission par le 
odeur de la séquen
e 11101111 soit la séquen
e 1001 à l'entrée du 
odeur : ledé
odeur de Viterbi a 
orrigé l'erreur survenue dans la transmission.Le dé
odage à entrées souples en utilisant l'algorithme de Viterbi améliore en théorie les per-forman
es d'environ 2 dB par rapport au dé
odage en dé
ision dure. En pratique, il est né
essaired'e�e
tue une quanti�
ation des entrées sur 2b niveaux. ave
 b = 3 ou b = 4.Le 
al
ul des performan
es théoriques des 
odes 
onvolutifs ave
 dé
odage à dé
ision dure ousouple s'obtient simplement à partir de la fon
tion de transfert du 
ode [33℄.9.5.1 Complexité du dé
odeur de ViterbiPour un 
odeur 
onvolutif de rendement k/n et 
omposé deM mémoire internes, on a 2M étatsinternes : l'utilisation de l'algorithme de Viterbi né
essite de 
onserver à 
haque étape 2M 
heminssurvivants et métriques 
umulées asso
iées. A 
haque étape 2k 
hemins 
onvergent vers 
haque
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ha
un de 
es 
hemins, on doit 
al
uler la métrique 
umulée a�n de déterminer le
hemin survivant. En 
onséquen
e le nombre de 
al
uls de métrique 
umulée à e�e
tuer à 
haqueétape est égal à 2k+M . Ce 
al
ul 
roit exponentiellement ave
 k et M 
e qui limite l'utilisation del'algorithme de Viterbi à de faibles valeurs de k et M .En pratique, il n'est pas né
essaire d'attendre que l'ensemble des symboles émis par le 
odeursoit reçu pour 
ommen
er le dé
odage : en e�et, on observe qu'à partir d'un 
ertain temps (5 fois
M environ), tous les 
hemins survivants tendent à 
onverger vers le même 
hemin. Il est don
possible à l'instant i d'estimer le symbole émis à l'instant i− 5M .9.5.2 Poinçonnage des 
odes 
onvolutifsIl est possible à partir d'un 
ode 
onvolutif de rendement k/n de réaliser des 
odes 
onvolutifsde rendement supérieur en supprimant 
ertains symboles en sortie du 
odeur [34℄ [6℄.Cette te
hnique permet de modi�er le rendement du 
ode 
onvolutif sans ajouter de 
omplexitéau dé
odeur. Pour 
omprendre le prin
ipe du poinçonnage, nous allons 
onsidérer l'exemple d'un
odeur de rendement 2/3 obtenu à partir du 
odeur de rendement 1/2 de l'exemple 1.Le poinçonnage s'obtient par exemple en supprimant un symbole sur 4 en sortie du 
odeur derendement 1/2.A la ré
eption on ajoute à la pla
e de 
haque symbole manquant un symbole nul.Le diagramme en treillis de 
e 
odeur perforé de rendement 2/3 est représenté sur la �gure9.12.
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Figure 9.12 � Diagramme en treillis d'un 
odeur 
onvolutif poinçonné.La distan
e minimale du 
ode 
onvolutif de rendement 1/2 et M = 2 est égale à 5 ; elle estréduite à 3 dans le 
as du 
ode poinçonné de rendement 2/3. Il faut pré
iser qu'il n'existe pas de
ode de rendement 2/3 ave
 M = 2 ayant une distan
e minimale supérieure à 3.



Chapitre 10Appli
ations des 
odes 
orre
teursd'erreurs10.1 Communi
ations spatialesDans toutes les 
ommuni
ations spatiales la modulation utilisée est une modulation à 2 étatsde phase (BPSK).
• Mission Mariner en 1969 et Viking (Mars)
ode en blo
 Reed-Muller (32,6,16), dé
odeur à entrées pondérées
• Mission Pionner 9 en 1969 (soleil) Pionner 10 en 1972 (jupiter) Pionner 11 en 1973, Pionner12 (vénus), Helios A et B (soleil)
ode 
onvolutif rendement 1/2 Kc = 32, dé
odeur séquentiel à entrées pondérées
• Mission Voyager 1 et 2 en 1977 (jupiter et saturne) et standard CCSDS
ode 
onvolutif (133,171) rendement 1/2, Kc = 7, 
ode Reed-Solomon (255,223,33)
• Satellites Globalstar
ode 
onvolutif rendement 1/2, Kc = 9

• Mission Galileo en 1990 (jupiter)
ode 
onvolutif rendement 1/4, Kc = 15, dmin = 35, the Big Viterbi De
oder (BVD)
• Mission Cassini (saturne)
ode 
onvolutif rendement 1/6 Kc = 15, dé
odeur de Viterbi10.2 Di�usion Audio et Télévision Numérique
• Télétext :
ode de Hamming étendu (8,4)
• FM Digital Audio Broad
ast (DAB) :
ode 
y
lique di�eren
e set (273,191), dé
odage à logique majoritaire (entrées dures ou pon-dérées)
• Digital Audio Broad
ast (DAB) pour le système audio DVB et MPEG :
ode 
onvolutif ré
ursif rendement 1/2 Kc = 5, perforé (grand 
hoix pour permettre unedégradation progressive des performan
es)
• système par satellite Dire
tTV, Digital Video Broad
ast (DVB) satellite :132



10.3. TRANSMISSION DE DONNÉES 133modulation QPSK + 
ode 
onvolutif (133,171) rendement 1/2 , Kc = 7, perforation 3/4,4/5,5/6 et 7/8 , 
ode Reed-Solomon (204,188,17)
• DVB S2 :modulation 8PSK, 
ode LDPC
• DVB terrestre :modulation multiporteuses OFDM, QAM64 + 
ode 
onvolutif (133,171) rendement 1/2 , Kc =

7, perforation 3/4,4/5, 5/6 et 7/8 , 
ode Reed-Solomon (204,188,17)10.3 Transmission de données
• V29 en 1976 2400 b/s , half duplex :modulation QAM16, 4b/symb
• V32 en 1984 9600 b/s full duplex :modulation 
odée en treillis 32-CROSS 2 bits non 
odés et 2 bits 
odés ave
 
ode 
onvolutif(3,2) Kc = 4 4b/symb
• V33 en 1986 14400 b/s full duplex :modulation 
odée en treillis 128-CROSS 4 bits non 
odés et 2 bits 
odés ave
 
ode 
onvolutif(3,2) Kc = 5 6b/symb
• V34 en 1994 33600 b/s full duplex :modulation 
odée en treillis 4D, jusqu'à 1664 points, 8 bits non 
odés et 2 bits 
odés ave
 
ode
onvolutif (3,2) Kc = 5 10b/symb
• ADSL ( standard T1E1.4/98-007R4) :modulation multiporteuses OFDM (modulations 
odées en treillis), 
ode Reed Solomon (204,188,17)10.4 Sto
kage de données
• CD audio :RS(28,24) + RS(32,28) soit un rendement R=3/4
• CD ROM :
ode produit (1170,1032) 
omposé de 
odes lignes RS(26,24) et de 
odes 
olonnes RS(45,43)dans

GF (28)10.5 Radio 
ommuni
ations
• GSM :modulation GMSK, 
ode 
onvolutif rendement 1/2, Kc = 5

• UMTS :DS-CDMA, 
ode 
onvolutif 256 états ou turbo 
odes
• LTE :modulation multiporteuses OFDMA en voie montante SC-FDMA en voie des
endante, turbo
odes



134 CHAPITRE 10. APPLICATIONS DES CODES CORRECTEURS D'ERREURS10.6 Transfert de �
hiers
• TCP/IP :CRC 16 bits sur l'entête, ARQ
• HDLC :CRC 16 bits du CCITT ou CRC 32 bits optionnel, ARQ



Chapitre 11Modèle équivalent en bande de based'un signal modulé11.1 Canaux de transmissionLa 
on
eption d'un système de transmission est liée aux propriétés du 
anal de transmissionet aux obje
tifs souhaités ( délais de transmission autorisé, taux d'erreurs, ...). En pratique, onren
ontre un très grand nombre de 
anaux de transmission qu'il est possible de séparer en deuxgrandes familles selon que la transmission soit guidée ou non guidée.Transmission guidéeDans le 
as des transmissions guidés, les ondes éle
tromagnétiques sont guidées par le supportde transmission. On distingue les 
anaux de propagation suivants :� les paires torsadées : par exemple la ligne téléphonique qui permet de réaliser 
hez l'usagédes 
ommuni
ations voix et maintenant du transfert de données dit "haut débit". On peutégalement 
iter les réseaux informatiques (Ethernet, ...).� les 
ables 
oaxiaux : utilisés pour les réseaux informatiques et pour la télévision numérique
hez le parti
ulier. Ce support permet d'atteindre des débits théoriques beau
oup plus élevésque la paire torsadée.� les �ls éle
triques : on utilise le réseau éle
trique pour réaliser des transmissions de donnéesde quelques kbit/s à plusieurs dizaines de Mbit/s (CPL 
ourant porteur en ligne ou PLCpower line 
omuni
ation en anglais).� la �bre optique : elle permet d'atteindre les débits les plus élevés mais est plut�t réservéeaux infrastru
tures à 
ause de son manque de souplesse.Transmission non guidéeDans 
es systèmes de transmission, l'énergie éle
tromagnétique est transmise au médium parl'intermédiaire d'antennes. Ce type de transmission s'est beau
oup développé et 
ontinue à 
roîtremalgré les di�
ultés te
hniques.Quelques exemples d'appli
ations :� le téléphone �xe sans �l (DECT, ...)� les 
ommuni
ations par satellite� les systèmes de radio-
ommuni
ation 
ellulaires : radio mobile (2G,3G, ...)� les réseaux lo
aux LAN (Wi�)� les systèmes bas 
out faible puissan
e (bluetooth, Zigbee, UWB, ...) permettant de faire
ommuniquer des équipements éle
troniques entre eux� le 
anal ionosphérique : dans la bande HF, transmission longue distan
e utilisant les ré�exionssur les 
ou
hes ionosphériques� le 
anal sous-marinAutres� les 
anaux de sto
kage (disque dur, ...) 135



136CHAPITRE 11. MODÈLE ÉQUIVALENT EN BANDE DE BASE D'UN SIGNAL MODULÉ11.2 Modèle équivalent en bande de base d'un signal moduléLa plupart des signaux transmis dans les systèmes de 
ommuni
ation sont à bande limitée
[f0 − B

2 , f0 +
B
2 ] autour d'une fréquen
e 
entrale f0 
omme illustré sur la �gure 11.1.
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Figure 11.1 � modèle équivalent en bande de baseComme 
es signaux sont réels, leur réponse en fréquen
e est symétrique 
onjuguée : pour unsignal x(t) on a X(−f) = X∗(f).Comme la majeure partie des traitements est réalisée en bande de base, il est intéressantd'utiliser une représentation équivalente en bande de base des signaux réels passe bande. Cettereprésentation nous permet de nous a�ran
hir de la fréquen
e porteuse et don
 de simpli�erl'analyse des di�érents éléments de la 
haîne de transmission.Soit un signal x(t) dont la réponse en fréquen
e X(f) est à bande limitée [f0 − B
2 , f0 +

B
2 ] etave
 B ≤ 2f0. Ce signal peut être dé
rit 
omme suit :

x(t) = xR(t) cos(2πf0t)− xI(t) sin(2πf0t) (11.1)où xR(t) et xI(t) sont des signaux réels à bande limitée [0, B2 ]. xR(t) et xI(t) sont respe
tivementles 
omposantes en phase et en quadrature du signal x(t). Le signal xb(t) = xR(t) + jxI(t) estl'équivalent en bande de base de x(t). xb(t) est aussi appelé l'enveloppe 
omplexe de x(t).Ainsi nous avons les relations suivantes entre x(t) et xb(t) :
x(t) = xR(t) cos(2πf0t)− xI(t) sin(2πf0t)

= ℜ
{

xb(t) exp(j2πf0t)

} (11.2)
xb(t) peut s'é
rire aussi (représentation polaire) :

xb(t) = v(t) exp(jφ(t)) (11.3)ave

v(t) =

√

xR(t)2 + xI(t)2 et φ(t) = arctan
xI(t)

xR(t)
(11.4)On a alors :
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x(t) = ℜ

{

v(t) exp(j2πf0t+ jφ(t))

}

= v(t) cos(2πf0t+ φ(t)) (11.5)Le spe
tre du signal équivalent en bande de base Xb(f) est obtenue par transformée de Fourierde xb(t). On montre que :
Xb(f) = 2u(f + f0)X(f + f0) (11.6)

u(f) est la fon
tion é
helon ( 1 si f>0 )Il est aussi possible d'exprimer X(f) à partir de Xb(f) :On a :
x(t) = ℜ

{

xb(t) exp(j2πf0t)

}

= 0.5[xb(t) exp(j2πf0t) + x∗b (t) exp(−j2πf0t)] (11.7)Après transformée de Fourier, on obtient :
X(f) = 0.5[Xb(f − f0) +X∗

b (−f − f0)] (11.8)Cette représentation est également utile pour dé
rire les modulations numériques
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11.3 Modèle équivalent en bande de base de la réponse du
anal de transmissionComme pour le signal x(t) à bande limitée, il est également possible d'utiliser le modèle équi-valent en bande de base pour étudier le 
anal passe bande et le signal r(t) à la sortie du 
analde transmission . Soit h(t) la réponse impulsionnelle du 
anal dans la bande |f − f0| ≤ B
2 . Ala sortie du 
anal de transmission on a r(t) = x(t) ∗ h(t). Le spe
tre asso
ié au signal reçu est

R(f) = X(f)H(f). Puisque h(t) est réel, on peut dé�nir 
omme pré
édemment son spe
tre équi-valent en bande de base :
Hb(f) = u(f + f0)H(f + f0) (11.9)
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tre de X(f) le fa
teur 2 a été supprimé pour simpli�er les expressions.Par 
onséquen
e, on a la relation entre H(f) et Hb(f) suivante :
H(f) = Hb(f − f0) +H∗

b (−f − f0) (11.10)On retrouve une expression similaire à 
elle de X(f) mais sans le fa
teur 1/2.La réponse en fréquen
e R(f) s'é
rit :
R(f) = H(f)X(f)

= 0.5[Hb(f − f0) +H∗
b (−f − f0)][Xb(f − f0) +X∗

b (−f − f0)] (11.11)Comme les signaux x(t) et h(t) sont passe bande de bande B très inférieure à f0, on a :
Hb(f − f0)X

∗
b (−f − f0) = 0 (11.12)

H∗
b (−f − f0)Xb(f − f0) = 0 (11.13)Finalement, on obtient :

R(f) = 0.5[Hb(f − f0)Xb(f − f0) +H∗
b (−f − f0)X

∗
b (−f − f0)]

= 0.5[Rb(f − f0) +R∗
b (−f − f0)] (11.14)où Rb(f) est le spe
tre équivalent en bande de base de R(f) :

Rb(f) = Hb(f)Xb(f) (11.15)Soit h(t) la réponse impulsionnelle du 
anal et hb(t) son enveloppe 
omplexe. hb(t) est latransformée de Fourier inverse de Hb(f). On obtient :
h(t) = hb(t) exp(j2πf0t) + h∗b(t) exp(−j2πf0t)

= 2ℜ
{

hb(t) exp(j2πf0t)

} (11.16)Comme pré
édemment le fa
teur 2 permet d'éviter d'avoir à ajouter des 
onstantes dans lesrelations entre xb(t) et rb(t).En prenant la transformée de Fourier inverse de la relation (11.15), on peut 
al
uler rb(t) enfon
tion de xb(t) et hb(t) :
rb(t) = hb(t) ∗ xb(t) (11.17)Les éléments de 
ette relation sont 
omplexes. On a

rb(t) = (hRb (t) + jhIb(t)) ∗ (xRb (t) + jxIb(t))

= (hRb (t) ∗ xRb (t)− hIb(t) ∗ xIb (t)) + j(hIb(t) ∗ xRb (t) + hRb (t) ∗ xIb (t)) (11.18)Ainsi, la 
omposante en phase rRb (t) dépend à la fois des 
omposantes en phase et en quadraturede xb(t). De même pour rIb (t).



Chapitre 12Introdu
tion aux modulationsnumériquesL'opération de modulation 
onsiste à adapter le signal à émettre au 
anal de transmission. Ellea pour e�et de translater le spe
tre du signal autour d'une fréquen
e porteuse.12.1 Modulation à dépla
ement d'amplitudeLa modulation à dépla
ement d'amplitude (MDA) ou pulse amplitude modulation (PAM) enanglais établit une 
orrespondan
e entre les symboles ak et le signal modulé 
omme suit :
x(t) =

∞
∑

k=−∞
akp(t− kT )

=
∞
∑

k=−∞
akg(t− kT )cos(ω0t) (12.1)

g(t) et p(t) = g(t)cos(ω0t) sont les formes d'onde du signal respe
tivement avant et après lamodulation.Comme pour le 
ode en ligne NRZ multiniveaux, les symboles ak prennent leurs valeurs dansl'alphabet {±d,±3d, . . . ,±(M − 1)d}.Le signal x(t) peut également s'é
rire sous la forme suivante :
x(t) =

∞
∑

k=−∞
ℜ
{

akg(t− kT )ejω0t

} (12.2)Une représentation géométrique des signaux PAM pour M = 4 et M = 8 est donnée sur la�gure 12.1Sur le 
anal gaussien, le taux d'erreurs symbole est donné par :
TES =

M − 1

M
erfc

(

√

3log2M

M2 − 1

Eb

N0

) (12.3)Le 
odage de Gray 
onsiste à 
hoisir les mots binaires asso
iés à deux points adja
ents a�n qu'ilsne di�èrent que d'un seul bit. Ainsi, une erreur symbole entre deux points adja
ents n'engendrequ'une erreur bit sur les log2M bits du mot binaire.exemple : M = 4 : (00 - 01), (01 - 11) et (11 - 10).139
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ã=8Figure 12.1 � 
onstellation d'une modulation PAM pour M = 4 et M = 8.Si on utilise un 
odage de Gray, on a don
 la relation suivante entre le taux d'erreurs bit et letaux d'erreurs symbole :
TEB =

TES

log2M
(12.4)12.2 Modulation à dépla
ement de phaseLa modulation à dépla
ement de phase (MDP) ou phase shift keying (PSK) en anglais 
onsisteà moduler la phase de la porteuse φk par le symbole à transmettre bk :

x(t) =

∞
∑

k=−∞
Ag(t− kT )cos

(

ω0t+
2πbk
M

+ φ0

)

=

∞
∑

k=−∞
Ag(t− kT )cos

(

ω0t+ φk + φ0

) (12.5)
bk ∈ {0, 1, . . . ,M − 1} et g(t) est la forme d'onde du signal en bande de base. φ0 est une phasede référen
e. On 
hoisit en général φ0 = π/M .exemple : M = 4 : la phase φk peut prendre les valeurs suivantes : 0, π2 , π et 3π

2 .Le signal x(t) peut également s'é
rire sous la forme suivante :
x(t) =

∞
∑

k=−∞
ℜ
{

akg(t− kT )ejω0t

} (12.6)ave

ak = A exp

{

j

(

2πbk
M

+ φ0

)}Une représentation géométrique des signaux PSK pour M = 4 (QPSK) et M = 8 (8PSK) estdonnée sur la �gure 12.212.3 Modulation d'amplitude de deux porteuses en quadra-tureLa modulation d'amplitude de deux porteuses en quadrature(MAQ) ou quadrature amplitudemodulation (QAM) en anglais 
onsiste à moduler simultanément l'amplitude et la phase de laporteuse par le symbole à transmettre ak :
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Figure 12.2 � 
onstellation d'une modulation PSK pour M = 4 et M = 8.().
x(t) =

∞
∑

k=−∞
ℜ
{

akg(t− kT )ejω0t

}

=

∞
∑

k=−∞
ℜ
{

(aRk + jaIk)g(t− kT )ejω0t

}

=

∞
∑

k=−∞
aRk g(t− kT )cosω0t− aIkg(t− kT )sinω0t

=
∞
∑

k=−∞
vkg(t− kT )cos(ω0t+ φk) (12.7)où

vk =
√

(aRk )
2 + (aIk)

2 et φk = arctan
aIk
aRkCette modulation permet de réaliser des transmissions numériques d'e�
a
ité spe
trale élevée.Une représentation géométrique des signaux QAM pour M = 4 M = 16 est donnée sur la�gure 12.3Nous pouvons observer que la modulation QAM4 est identique à la modulation à dépla
ementde phase à 4 états de phase QPSK.Nous allons maintenant déterminer le taux d'erreurs symbole d'une modulation QAM. Soit

k = log2M le nombre de bits par symbole.Pour les 
onstellations re
tangulaires (M = 2k), ave
 k pair, la modulation QAM est équi-valente à deux modulations PAM en quadrature ayant 
ha
une √
M = 2k/2 points. Comme lessignaux en phase et en quadrature peuvent être parfaitement séparés à la démodulation, le tauxd'erreurs symbole TES d'une modulation QAM peut s'obtenir aisément à partir du TES de la mo-dulation PAM 
omposée de √

M points. Alors le TES de la modulation QAM s'exprime 
ommesuit :
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onstellation d'une modulation QAM4 et QAM16.
TES = 1− (1− TESPAM

√
M )2 (12.8)où TESPAM

√
M est le taux d'erreurs symbole de la modulation PAM ave
 la moitié de lapuissan
e moyenne d'une modulation QAM équivalente :

TESPAM
√
M =

(

1− 1√
M

)

erfc

(
√

3log2M

2(M − 1)

Eb

N0

) (12.9)La relation (12.8) peux alors s'é
rire 
omme suit :
TES = 2

(

1− 1√
M

)

erfc

(
√

3log2M

2(M − 1)

Eb

N0

)[

1− 1

2

(

1− 1√
M

)

erfc

(
√

3log2M

2(M − 1)

Eb

N0

)] (12.10)Pour la modulation QAM 4, on obtient par exemple :
TES = 1−

(

1− 1

2
erfc

(

√

Eb

N0

))2

= erfc

(

√

Eb

N0

)

− 1

4
erfc

(

√

Eb

N0

)2 (12.11)Par ailleurs ave
 un 
odage de Gray, le taux d'erreurs bit pour la modulation QAM 4 est égalà :
TEB =

1

2
erfc

(

√

Eb

N0

) (12.12)En négligeant le se
ond terme de (12.11), on retrouve la relation TEB = TES/log2M = TES/2



Annexe 1Dans 
ette annexe, nous allons démontrer quelques résultats utiles pour la démonstrationgéométrique de la 
apa
ité d'un 
anal à bruit blan
 additif gaussien.Soit n = (n1, n2, . . . , nD) le ve
teur bruit 
omposé deD 
omposantes indépendantes. La densitéde probabilité de 
ha
une de 
es 
omposantes est gaussienne :
p(ni) =

1√
2πσ2

exp

(

− n2
i

2σ2

) (12.13)La densité de probabilité du ve
teur n s'exprime 
omme le produit desD densités de probabilité
p(ni) :

p(n) =
1

(2πσ2)D/2
exp

(

−
∑D

i=1 n
2
i

2σ2

) (12.14)Soit r =
√

∑D
i=1 n

2
i la norme de n. Comme la varian
e de ni est E(n2

i ) = σ2, la moyenne de
r2 est donnée par

E(r2) = E(n2
1 + n2

2 + · · ·+ n2
D)

= E(n2
1) + E(n2

2) + · · ·+ E(n2
D)

= D.σ2 (12.15)Et la varian
e de n2
i est
var(n2

i ) = E(n4
i )− E(n2

i )
2

=

∫ +∞

−∞
n4
i p(n

2
i )dni − E(n2

i )
2

=

∫ +∞

−∞

n4
i√

2πσ2
exp

(

− n2
i

2σ2

)

dni − σ4

= 3σ4 − σ4

= 2σ4 (12.16)Pour D grand, en utilisant le théorème de la limite 
entrale, on montre que la varian
e de r2 estégale à 2σ4D. Ainsi lorsque D tend vers l'in�ni, la norme r est 
on
entrée autour de √
D.σ

143



Annexe 3 : Cal
ul de la densitéspe
trale de puissan
e d'un signalémis en bande de baseLe signal à émettre dans le 
as d'une transmission en bande de base s'é
rit :
x(t) =

∞
∑

k=−∞
akg(t− kT ) (12.17)où {ak} est la séquen
e dis
rète à transmettre de moyenne ma = E(ak) et dont la fon
tiond'auto
orrélation φaa(i) est égale à E(ak+ia

∗
k) .La fon
tion d'auto
orrélation de x(t) est donnée par :

Rxx(t+ τ, t) = E [x(t + τ)x∗(t)] (12.18)La notation ∗ signi�e 
omplexe 
onjugué (
e qui permet de traiter aussi les 
as où x(t) est unsignal 
omplexe)Le signal x(t) dé�ni 
i dessus est aléatoire mais n'est pas stationnaire. Il est 
y
lostationnaired'ordre 2 
ar sa fon
tion d'auto
orrélation est invariante à une translation de l'origine des tempsproportionnelle à T .Pour 
al
uler sa densité spe
trale de puissan
e, on suppose que l'origine des temps est unevariable aléatoire suivant une loi uniforme entre 0 et T . Ainsi, au lieu de 
al
uler Rxx(t + τ, t),nous 
al
ulerons la moyenne R̄xx(τ) :
R̄xx(τ) =

1

T

∫ +T/2

−T/2

Rxx(t+ τ, t)dt (12.19)En développant Rxx(t+ τ, t) on obtient :
R̄xx(τ) =

1

T

∫ +T/2

−T/2

+∞
∑

k=−∞

+∞
∑

i=−∞
E(aia

∗
k)g

∗(t− kT )g(t+ τ − iT )dt

=
1

T

∫ +T/2

−T/2

+∞
∑

k=−∞

+∞
∑

i=−∞
φaa(i − k)g∗(t− kT )g(t+ τ − iT )dt

=

+∞
∑

i′=−∞
φaa(i

′)
+∞
∑

k=−∞

1

T

∫ +T/2

−T/2

g∗(t− kT )g(t+ τ − i′T − kT )dt

=

+∞
∑

i′=−∞
φaa(i

′)
+∞
∑

k=−∞

1

T

∫ +T/2+kT

−T/2+kT

g∗(t)g(t+ τ − i′T )dt (12.20)Dans l'avant dernière ligne de 
al
ul,nous avons posé i′ = i− k.144
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tion d'auto
orrélation de g(t) est :
Rgg(τ) =

∫ +∞

−∞
g∗(t)g(t+ τ)dt (12.21)Finalement on obtient alors :

R̄xx(τ) =
1

T

+∞
∑

i′=−∞
φaa(i

′)Rgg(τ − i′T ) (12.22)Soit γAA(f) =
+∞
∑

i=−∞
φaa(i)e

−j2πfiT (12.23)Et |G(f)|2 = TF (Rgg(τ)) (12.24)On obtient �nalement :
γXX(f) =

1

T
|G(f)|2γAA(f) (12.25)Cette formule est appelée formule de Bennett.Cas parti
ulier 1 : 
onsidérons le 
as où les symboles ak sont indépendants, de moyennenulle E(ak) = 0 et de varian
e E((ak)

2) = σ2la fon
tion d'auto
orrélation φaa(i) est égale à
φaa(i) =

{

σ2 si i = 0

0 sinon (12.26)Alors, γAA(f) = σ2On a don
 :
γXX(f) =

σ2

T
|G(f)|2 (12.27)Cas parti
ulier 2 : 
onsidérons le 
as où les symboles ak sont indépendants, de moyenne nonnulle µ et de varian
e 
entrée E((ak)

2) = σ2la fon
tion d'auto
orrélation φaa(i) est égale à
φaa(i) =

{

µ2 + σ2 si i = 0

µ2 sinon (12.28)Alors,
γAA(f) =

+∞
∑

i=−∞
φaa(i)e

−j2πfiT

= σ2 + µ2
+∞
∑

i=−∞
e−j2πfiT

= σ2 +
µ2

T

+∞
∑

i=−∞
δ
(

f − i

T

) (12.29)La dernière ligne se justi�e 
ar la sommation peut être vue 
omme la série de Fourier d'untrain d'impulsion d'amplitude et de largeur 1/T :
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TF
(

+∞
∑

i=−∞
δ
(

t− i

T

))

=
1

T

+∞
∑

i=−∞
δ
(

f − i

T

) (12.30)Finalement la densité spe
trale de puissan
e s'é
rit alors :
γXX(f) =

σ2

T
|G(f)|2 + µ2

T 2

+∞
∑

i=−∞

∣

∣

∣G
( i

T

)∣

∣

∣

2

δ
(

f − i

T

) (12.31)On peut observer que si la moyenne µ n'est pas nulle, la densité spe
trale de puissan
e est 
omposéede deux termes. Le premier terme 
orrespond à un spe
tre 
ontinu et est dire
tement lié à la réponse
G(f). Le se
ond terme est un spe
tre de raie à toutes les fréquen
es multiples de 1/T .Il faut pré
iser que dans un système de 
ommuni
ation pratique, il est souhaitable d'avoir unemoyenne nulle.



Annexe 4 : Signaux aléatoiresGénéralitésOn appelle mx(t) la moyenne d'un signal aléatoire x(t) :
mx(t) = E

[

x(t)
] (12.32)On appelle Rxx(τ) sa fon
tion d'auto
orrélation :

Rxx(t1, t2) = E
[

x(t1)x(t2)
] (12.33)Le signal x(t) est stationnaire au se
ond ordre ou au sens large si :1. la moyenne mx(t) est 
onstante2. la fon
tion d'auto
orrélation satisfait Rxx(t1, t2) = Rxx(t1 + t, t2 + t) ∀tOn note alors simplement

Rxx(τ) = E
[

x(t)x(t − τ)
] (12.34)Dans 
e 
as, la densité spe
trale de puissan
e γxx(f) s'obtient par :

γxx(f) = TF (Rxx(τ))

=

∫ +∞

−∞
Rxx(τ)e

−j2πfτdτ (12.35)Ré
iproquement, la fon
tion d'auto
orrélation (Rxx(τ)) se détermine à partir de la densitéspe
trale de puissan
e 
omme suit :
Rxx(τ) = TF−1(γxx(f))

=

∫ +∞

−∞
γxx(f)e

+j2πfτdf (12.36)De façon générale, la moyenne et la fon
tion d'auto
orrélation d'un signal stationnaire sontestimées à partir d'un ensemble de réalisations du signal x(t). Lorsque la moyenne temporelletend vers 
ette moyenne, on dit que le signal aléatoire est ergodique. Une seule réalisation dupro
essus aléatoire x(t) su�t pour estimer la moyenne et la fon
tion d'auto
orrélation. Les signauxaléatoires que nous sommes amenés à ren
ontrer dans les 
ommuni
ations numériques sont engénéral stationnaire et ergodique au se
ond d'ordre.Si le signal est dis
ret ( par exemple suite à é
hantillonnage d'un signal 
ontinu aléatoire x(t)à la fréquen
e 1
T , = xn = x(nT ), la fon
tion d'auto
orrélation Rxx(τ) n'est dé�nie qu'aux instantsdis
rets τ = nT et la densité spe
trale de puissan
e devient :147
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γxx(f) = TFD(Rxx(τ))

=
+∞
∑

−∞
Rxx(τ)e

−j2πfτ (12.37)Puissan
eLa puissan
e de x(t) est dé�nie par :
P =

∫ +∞

−∞
γxx(f)df

= Rxx(0)

= E
[

x(t)2
] (12.38)Si le signal est dis
ret, on a :

P = E
[

x2n
] (12.39)EnergieL'énergie d'un signal aléatoire x(t) d'énergie �nie est :

E =

∫ +∞

−∞
x(t)2dt (12.40)Si le signal est dis
ret, on a :

E =

+∞
∑

n=−∞
x2n (12.41)Cas du bruit blan
Soit un bruit blan
 
entré b(t) dé�ni par sa densité spe
trale de puissan
e bilatérale γbb(f) =

N0

2 . Sa fon
tion d'auto
orrélation Rbb(τ) est égale à
Rbb(τ) =

∫ +∞

−∞
γbb(f) exp(2jπfτ)df

=
N0

2
δ(τ) (12.42)où δ(.) représente l'impulsion de Dira
.On notera que la densité spe
trale de puissan
e s'exprime en V 2/Hz et que δ(τ) s'exprime en

s−1.Le 
al
ul de la puissan
e du bruit blan
 dé�ni 
i-dessus est in�nie :
P =

∫ +∞

−∞
γbb(f)df

=

∫ +∞

−∞

N0

2
df

= +∞ (12.43)Un tel signal n'existe pas en pratique.Considérons maintenant le 
as du bruit blan
 dans une bande de fréquen
e limitée B. On a :
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γbb(f) =

{

N0

2 si −B ≤ f ≤ +B

0 sinon (12.44)La fon
tion d'auto
orrélation de 
e signal est :
Rbb(τ) =

∫ +B

−B

N0

2
(f)e+j2πfτdf

=
N0

2

sin(2πBτ)

πτ
(12.45)Dans 
e 
as, la puissan
e N dans la bande B est égale à :

N =

∫ +B

−B

N0

2
df = N0B (12.46)Si 
e bruit blan
 dans la bande B est gaussien, sa densité de probabilité sera la suivante :

p(b) =
1√
2πN

exp

(

− b2

2N

) (12.47)
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