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PROGRAMME

e Cours 1: Introduction, paradigme de Shannon, rappels d@apiiites, notion d’entropie,
Information mutuelle

e Cours 2 : théoreme fondamental du codage de source, iregaiKraft, codage
d’Huffman, deébit d’entropie, codage LZ
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e Cours 4 : Codes en ligne, NRZ
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e Cours 7 : critere de Nyquist



PROGRAMME

e Cours 8 : capacité d'un canal de transmission

e Cours 9 : introduction codes en bloc

e Cours 10:
e Cours11:
e Cours12:
e Cours 13:
e Cours 14 :

Décodage des codes en bloc (méthode du syndrotadyiVi..)
Critere MAP/ML décodage a entrées pondérees

Codes cycliques , BCH, RS

codes convolutifs

introduction aux modulations numeriques



COURS 1

Introduction, paradigme de Shannon, rappels de probabiliés
notion d’entropie, Information mutuelle



PARADIGME DE SHANNON

CODAGE DE CODAGE DE »
SOURCE CANAL

A 4

SOURCE MODULATEUR

A 4

A

CANAL DE
TRANSMISSION

DETECTEUR [« DEMODULATEUR J

e L'objectif du codeur de source est de représenter le messagele moins de bits
possibles. Pour ce faire, il cherche a éliminer toute lamddace contenue dans le
message de la source.

. DECODAGE | DECODAGE |,
DESTINATAIRE DE SOURCE [ DE CANAL

e Le rble du codage de canal est de protéger le message dedptains du canal de
transmission en ajoutant de la redondance au message Es@pre

e La modulation consiste a effectuer un codage dans l'espaitelien. Pour une mod-
ulation M-aire, on associe a chaque motgbits un signalp;(t), = 1,..., M de
duréel’ choisi parmiles\/ = 29 signaux.



PARADIGME DE SHANNON

CODAGE DE CODAGE DE »
SOURCE CANAL

A 4

SOURCE MODULATEUR

A 4

A

CANAL DE
TRANSMISSION

DETECTEUR [« DEMODULATEUR J

e Le rOle du démodulateur est d’extraire les échantillon$ émumaximisant le rapport
signal a bruit

. DECODAGE | DECODAGE |,
DESTINATAIRE DE SOURCE [ DE CANAL

e L'objectif du détecteur est de decider en faveur des synsideke plus probablement
émis

e La qualité d’'un systeme de transmission est évaluée enlaatcou en mesurant la
probabilité d’erreurs par bit d’'information (ou par blogrdbormation).



RAPPELS DE PROBABILITES

Soit une variable aléatoir& ayant pour alphabet ou espace de réalisatidrs=

{x1,29,...,2,} avec les probabilités respectivEs = {p1,p2, ..., Pn}:
P(X =x;)=p; p;>0 et sz':l (1)
T €AY

Probabilité conjointe

Soit deux variables aléatoirés et Y ayant pour espace de réalisations respettift=

{xla Loy ... ,.I'n} etAY — {ylv Yz, . .. 7ym}
On appelleP(X = z;,,Y = y,) la probabilité conjointe des évenemes= z; et
Y = y;. On a bien entendu :

YY) PX =,V =y =1 (2)

T €A, ijAy

Probabilité marginale
Il est possible d’obtenir la probabilite(X = z;) a partir de la probabilité conjointe
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P(X:I'Z,Y:y])

Z P = I‘Z, = yj>

y; €Ay

Probabilité conditionnelle

P(X:I'Z',Y:yj)
PY =y;)

P(X =a|Y =y;) =
De la méme maniere on a:

P(X:I'Z',Y:yj)

Ainsi on a la relation

= P(Y =y;|X =2;)P(X =)

(3)

(4)

(5)

(6)



Loi de Bayes

PX =zi|Y =y))PY =y,)
P(X = ;)
_ PX =ai|Y = y)) P(Y = y)
> yea, P(X =2, Y = yp)
_ PIX =Y = y))P(Y =)
D yen, DX = 3|V =yp) P(Y = yi)
P(X = x;|]Y = y,) est appelée la probabilité a posteriori
P(Y = y;) est appelée la probabilité a priori.
Independance

P(Y =yj| X =x;) =

L'indépendance de deux variables aléatoikestY implique
P(X,Y)= P(X)P(Y) (7)
et
P(X]Y) = P(X) (8)



UNE MESURE LOGARITHMIQUE DE LINFORMATION

h(z;) la mesure de I'information associée a I'événemE&nt z; doit satisfaire :
e h(x;) doit étre continue poys(X = x;) compris entre O et 1
h(z;) =oc0SI P(X =x;) =0
h(z;) = 0si P(X = z;) = 1 un événement certain n’apporte pas d’information
h(w:) > hly;) si P(Y = y;) > P(X = x;)
o h(x;) + h(y;) = h(x;,y;). La réalisation de 2 évenements indépendants y; et

X = x; apporte une quantité d’information égale a la somme desnrdtons de ces
2 evenementa(z;) eth(y;).

La seule expression de la quantité d’informatifx;) associee a la realisation de
I'évenementX = z; satisfaisant les propriétés enumerées ci-dessus esvémtaii

1
h(z;) = log, PX = 1) = —logy, P(X = x;) = —log, p; (9)

Exemple: soit une source discrete produisant des bits (O ou 1) avpmlaaabilité%.
Ona.:

B(0) = h(1) = — 1og2% _1sh (10)
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Considérons maintenant la réalisation de 2 évenementsz; etY = x;. La quantite
d’information associée est :
1

— IZJY — yj)

h(x;,y;) = log, PX = —logy, P(X =z;,Y =y,) (11)

ou P(X = ;Y = y;) est la probabilité conjointe des deux évenements.
La quantité d’'information associee a la réalisation dedi@mentX = x; condition-
nellement a 'évenement = y; est la suivante :
1

h(x;|y;) = log, B = —logy P(X = z;|Y = y;) (12)

On en déduit :
My, yy) = Mailyy) + hy;) = hysle:) + h(z;) (13)
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INFORMATION MUTUELLE

On définit I'information mutuellé(z;, y;) comme la quantité d’information que la réal-
isation de 'évenemert’ = y; apporte sur 'éveneme = z; :

Si les deux événements sont independants, &0 = x;|Y = y;) = P(X = ;) et
donci(x;,y;) = 0.

Si 'evenementX = x; est équivalent a 'événemeit = y;, alorsP(X = x;|Y =
yj) = leti(z;, y;) = h(z;).

L'information que la réalisation de I'évenemeYit= y, apporte sur I'evenemer® =
x; est identique a l'information que la réalisation de I'ewveeat X = z; apporte sur
I'evenementt” = y;.

i(zi, y;) = iy, i) (15)
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On a également les relations suivantes :
(i, y;) = 1(y), Ti)
= h(z;) — h(xiy;)
= h(z;) + h(y;) — h(zi, y;)
= h(y;) — h(yjlzi)

Contrairement &(z;), 'information mutuelle:(z;, y;) peut étre negative.
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ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE MOYENNE

Déterminons l'entropie d’'une source décrite par la vadadleatoireX ayant pour
espace de realisatioAy = {xi,zo,...,2,} avec les probabilités respectivéy =
{p1,p2,...,pn}. La quantité d’information moyenne ou entropie de la sowestla
moyenne des informations relatives a chaque réalisatid@wEnementX = z; :

H(X) = sz'h(%)

- 1
— ;pz log, 17@

=—) pilogyp; en Shisymbole (16)
1=1
H(X) mesure l'incertitude sux.

Proprietés :

H(X)>0 avec egalité sh; = 1 pour une valeur de (17)



H(X) < logyn (18)
Si les probabilités?(X = z;) = p; sont toutes égales-galors on a:

H(X) =logy,n (19)
L’entropie est donc maximale lorsque toutes les probaiitit sont egales.
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Exemple: soit une source a 2 étatg etx; avecpy =petp;=1—1p
L'entropie de cette source est la suivante :

H(X)=H(p,1—p)=—plogap— (1 —p)logy(1 —p) (20)

0 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

probabilité p

Figure 1: Entropie d’une source binaire

Ainsi, I'entropie de la source binaire est maximale (1 Shibrsquep = 0.5
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e Considéerons deux variables aléatoifést Y ayant respectivement pour espace de

réalisationsAy = {x1,z0,...,2,} €t Ay = {y1, y2, - - -, Ym }-
e L'entropie conjointeH (X, Y') est définie comme suit :
= Z Z P(X == Xy, Y = yj)h@f@', yj)
i=1 j=1
==Y ) P(X =uz,Y =y)log P(X =Y =y, (21)

i=1 j=1

e Siles variables aléatoires etY sontindépendantes aldtE X,Y) = H(X)+H(Y).

e On peut aussi déterminer I'entropie conditionngl€X /Y") qui détermine I'infor-
mation surX sachant I'observatiolr a partir deh(z;|y;):

m

X|Y Z Z P — Xy, Y = yj)h@f@"yj)
1=1 j=1

==Y ) P(X =Y =y;)log, P(X = ;]Y = y) (22)

i=1 j=1
17



e Ces differentes relations permettent d’exprimer I'enigogonjointe en fonction de
I'entropie et I'entropie conditionnelle :

HX,)Y)=HX)+HY|X)=H(Y)+ H(X|Y) (23)
e L'incertitude surX etY est eégale al'incertitude sW¥ plus I'incertitude suit” sachant
X.

e L'information mutuelle associée a la réalisation d’un éament peut également étre
étendue aux variables aléatoitEset Y.

I(X,Y)= Z Z P(X =x;,Y = y;)i(xi, y))

i=1 j=1

A P(X =z]Y =y,
:ZZP(X:%,Y:%)IO& (P(Xlx) i)
i=1 j=1 -
g P(X = .Y =y
= P(X =x,Y =y;)log / (24)
221 D% B =) PV = )

i=1 j=1
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Ainsi, on a les relations suivantes :

[(X,Y)=HX)+H(Y)-HX,Y)=H(X)- HX|Y)=HY) - HY|X) (25)

e L'information mutuelle/(X,Y) mesure la réduction d’incertitude moyenne slr
qui résulte de la connaissanceXe

H(X|Y) I(X,Y) H(Y|X)

19



COURS 2

théoreme fondamental du codage de source, inégalité de Kiaf
codage d’Huffman, debit d’entropie, codage LZ
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CODAGE DE SOURCE

e 'opération de codage de source consiste a associer a chapsagessu de la source
un motcomposé d’'un ou plusieurs symbolgsire en cherchant a réduire au maximum
le nombre moyen de ces symboles.

e Un messagsignifiera selon le contexte, soit un symb@leire issu de la source, soit
un ensemble d& symboles)-aire.

e Nous nous restreindrons au cas ou les symboles de sortiedéurcde source sont
des bits { = 2).
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CODAGE DE SOURCE

e Le codage de source doit satisfaire les deux criteres dsivan

e décodage unique chaque message devra étre code par un mot différent
e déchiffrabilité : chague mot devra pouvoir étre dissocié sans ambiguité.ri@eec
s’obtient par :
- codage par mot de longueur fixe
- codage avec un symbole de separation distinguable (eremsgkteme morse )
- codage par mot de longueur variable mais en évitant qu’'unnacoit le debut
d’'un autre.

e Un code est dilnstantanési aucun mot code n’est le début d’'un autre.
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CODAGE PAR MOT DE LONGUEUR VARIABLE

exemple 1.
message mot
ai 1
a9 00
as 01
ay 10
exemple 2.
message mot
aq 0
a9 10
as 110
a4 111

aq ag as
0 0 0
1 1 1
° .

23




INEGALITE DE KRAFT

théoreme: un code instantané compose tle mots binaires de longueur respective

{ni,n9,...,ny}tavecn; < ny < --- < ny, doit satisfaire I'inégalité suivante :
M
» i< (26)
1=1
démonstration

Un code instantané peut étre représenté graphiguemen pabre binaire complet de
profondeur)/.

Ch
N

Ve \\
,
C / ‘o
2 b et
e N e \

N\
[N
/ \
4 \
4 \
\
\
\ ’
\
o o

1
)
Cy Cs

Le choix d’un noeud de degrg comme premier mat’; elimine2"v~"1 noeuds.
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La condition pour obtenir un codage instantané devient donc

M
1=1

en divisant les deux termes p&r/, on obtient bien I'inegalité de Kraft :

M
d 2ami<d (27)
1=1
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THEOREME DU CODAGE DE SOURCE

e Soit une source sans mémoire d’entropie par symbgl& ). Il est possible de con-
struire un code instantane dont la longueur moyenne des Rygtssatisfait I'inegalité
suivante :

H(X) < Ryoy < HX)+1 (28)

déemonstration
Soitn; = [—log, p;| longueur du mot associé au i-ieme message.

M M M M
Z 9N _ Z o= [—loga pi < Z ologa pi _ sz. 1 (29)
1=1 1=1 1=1 1=1

Ainsi on a vérifie que ce code satisfait I'inégalite de Kratft.
On a alors :

M M
Rmoy — sz |__ 10g2 pz_‘ < Zpi(_ 10g2 pi + 1) — H(X) +1 (30)
1=1

1=1
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THEOREME DU CODAGE DE SOURCE

Théoréme: pour toute source stationnaire d’entropie par symBol&), il existe un
procede de codage de source binaire dont la longueur moygpyeles mots est aussi
voisine que I'on veut dé/(X).

H(X) < Rypy < H(X) + ¢ (31)

Groupons les symboles d’'une source sans memoire d’entpapigymboleH (X) par
paquet deJ symboles : on obtient une nouvelle source. En utilisantéetdme préce-
dent, on obtient:

JH(X) < Rjmoy < JH(X) + 1 (32)
En divisant les differents termes paion obtient :
1
H(X)ng0y<H(X>+j (33)

avecR,,,, nombre de bits moyens relatifs a un symbole de la source

Ce résultat se généralise immediatement au cas des souecasn@moire.
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DEBIT D’ENTROPIE

Soit une source discréte et stationnal¥fed’entropie H (X' ) Sh/symbole délivranD¢

symboles par seconde.

débit d’entropie ou débit informationnel moyen Dy :
Dy = H(X)Dg en Shannon/seconde
I'entropie par bit en sortie du codeur de source binaire,

H(X)
H'(X) =
(X) B,
le débit binaire D’; en sortie du codeur
Dy = Dg. Ry

le débit d’entropie D’ en sortie du codeur
D), = H'(X).D3 = D; en Shannon/seconde

En multipliant les 2 termes pdpg, on obtient :
Dy > Ds.H(X) = Dy

28

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)



ALGORITHME D'HUFFMAN

e On commence par classer la liste des messages de haut em bedreae probabilité
décroissante (chague message correspond a un nceud).

e 1. Choix des deux messages de probabilités moindres.

e 2. Ces deux probabilités sont reliées avec la branche superiabelisée a 0 et la
branche inférieure labelisée a 1.

e 3. La somme de ces deux probabilités est alors associée saanonceud.
e 4. Suppression des deux messages precedemment choigistpursa la phase 1.

e On répete cette procédure jusqu’a ce qu’il ne reste plusrann@ssage. L'arbre ainsi
obtenu deécrit graphiqguement 'ensemble du code. Les matdisoen parcourant chaque
chemin de la droite vers la gauche.

29



exemple 3: soit une source discrete a 8 messageas, as, a4, as, ag, a7, ag AVec les
probabilités d’apparition respectivés. 16; 0.15; 0.01; 0.05; 0.26; 0.11; 0.14; 0.12} d’entropie
H(X)=2.7358.

L'arbre obtenu par codage de Huffman est le suivant :

026 ©
0.57 0

015 o

014 ©
+ 0.26 0

012 e

) 043

011 o
0.17

0.05 0.06

0.01 1
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La table de codage est la suivante :

message mot n;
as 00 2
a 010 3
as 011 3
a 100 3
ag 101 3
ag 110 3
ay 1110 4
as 1111 4

e Le nombre de bit moyen par mot est égal a 2.8.

e Pour les sources sans memoire I'algorithme de Huffman fbumcodage de source
optimal. Cependant, lorsque les symboles successifs sordlé€s, la complexité du
codage de source utilisant l'algorithme de Huffman deviedg grande (le nombre de
code est égal &’ si les messages sont composés/dgmboles)-aire).

e autre codage de source : codage LZW, codage arithmétique.
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ALGORITHME DE LEMPEL-ZIV
Cet algorithme, proposé en 1978 est independant des piegsiatistiques de la source.

Le principe de I'algorithme LZ78 consiste a decouper la sége de sortie de la source
en petites suites de longueurs variables.

exemple considérons le debut de séquence binaire issue d’'uneespurc
001000001100010010000010110001000001000
01100010101000010000011000001 01100000011

On commence par déterminer la suite la plus courte que n@wsms pas encore ren-
contrée en commencant par la gauche

0,01000001100010010000010110001000001000011

La seconde suite differente de 0 est 01
0,01,000001100010010000010110001000001000011

La troisieme suite est 00
0,01,00,0001100010010000010110001000001000011
Finalement, cette séquence est décomposée en suite cornme su
0, 01, 00, 000, 1, 10, 001, 0010, 0000, 101, 100, 010, OOO@ 1O
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’encodage se fait au fil de I'eau. Les suites sont décritesrtirgles suites précédem-
ment rencontrées

Nous obtenons la table suivante:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0 01 |00 |000 |1 10 001 | 0010| 0000| 101 | 100 | 010 | O0O0O1| 0OOO1L
00 |11 |10 | 30 01 50 31 70 40 61 60 20 91 131

La premiere ligne de la table correspond a I'index des suideseconde aux suites et
la troisieme a I'encodage de ces suites.

Par exemple, la suite 0010 est encodée par 70 car elle edrutns partir de la
séquence 001 (index 7) a laquelle on ajoute 0.

L’ensemble vide est encodé par O.

Finalement la séquence encodée en binaire devient :

0,11,010,110,0001,1010,0121,1210,01000, 01101, 010010 O,
10011,11011

Afin de permettre le décodage, le nombre de bits utilisés pooaoder I'index est tou-
jours croisant : 2 suites dont I'index est de longueur 1, Russlites dont lI'index est de
longueur 2, puig?’ suites de longueur 3; suites de longueur 4, ...

Le décodeur utilisera donc le méme algorithme pour recomstla séquence initiale.
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Le principal inconvenient de cet algorithme est que ladaill dictionnaire augmente
sans limite. Une des solutions envisagees consiste a fixetailfe maximale comme
dans l'algorithme de Lempel-Ziv-Welch.
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ALGORITHME DE LEMPEL-ZIV-WELCH

e Algorithme indéependant des propriétes statistiques deuecs

e L'algorithme de Lempel-Ziv utilise pour coder une liste detaes stockées dans un
dictionnaire.

e Principe de base : la séquence de sortie de la source estpd€cen petites suites
de longueurs variables. Les suites qui sont stockées dadtistionnaire initialement
vide sont appelées les suites prototypes.

e Une suite nouvelle est ajoutée dans le dictionnaire chagisegti’elle est différente
des suites prototypes déja stockées. De plus, cette swtpialle on ajoute un bit 0
ou 1 ne doit pas étre déja présente dans le dictionnaire.

35



EXEMPLE

001000001100010010000010110001000001000011000100010000011000001
01100000011

0, 01, 00, 000,1, 10, 001, 001Q 000Q 101, 100, 010 00001,000011 0001 0101
00001Q 00001100000107 100Q 00011
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EXEMPLE

e La table donne la liste des 16 suites prototypes dans cetpeem
e Chaque suite prototype est ici codée avec un mot de 4 bits.

position suite prototype mot de code
1 1 0000
2 01 0001
3 001 0010
4 010 0011
5 100 0100
6 101 0101
7 0000 0110
8 0001 0111
9 0010 1000
10 0101 1001
11 1000 1010
12 00011 1011
13 000010 1100
14 000011 1101
15 0000101 1110
16 0000110 1111
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EXEMPLE

e Finalement, la séquence binaire issue d’'une source esimp@sge en utilisant les
suites prototypes stockees dans le dictionnaire :

0010, 0000110, 0010, 010, 0000101, 1000, 1000, 0010, O@ODL, 0101, 000010,
0000110, 0000101, 1000, 00011

e La sortie du codeur de source est la suivante :

1000 1111 1000 0011 1110 1010 1010 1000 1011 0111 1001 11M 111D 1010
1011

e Le décodeur de source utilisant le méme algorithme poucanstruire le dictionnaire
utilisé au codage et donc reconstituer instantanément|lzeesee émise par la source.

e || est a noter que ici le codage Lempel-Ziv encode les 79 lmt$adsequence de la
source en 16 mots de 4 bits soit 64 bits au total.

e En pratique, le contenu du dictionnaire est adapté dynaament en fonction de
I’évolution des caractéristiques de la source.

e L'algorithme Lempel-Ziv et ses variantes sont utilisésidawcwompression des fichiers.
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COURS 3

échantillonnage, quantification, loi A et mu, codage pour sarce analogique
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ECHANTILLONNAGE

Soit le signalz(t) a bande limité&s issu d’'une source analogique.
En utilisant le theoreme de I'échantillonnage, on monteapisignal peut étre représenté
comme suit :

)=y x(kT)sinc(%(t _ kT)) (39)

avec sin¢r) = ¥ et = L.
La suitex(kT) représente les échantillons du signél) aux instants7" = 2.

Cette suite est donc obtenue par échantillonnage ©je la frequence deB échantil-
lons par seconde.
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ECHANTILLONNAGE

1.2
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QUANTIFICATION

La quantification consiste a quantifier I'amplitude possitds échantillons survaleurs.

La valeurz choisie est la plus proche au sens de la distance euclidemb&mplitude
x de I'échantillon.

Si L est une puissance de Z, £ 2% alors chaque échantillon quantifiépourra étre
représenté par un mot binaire febits (opération de codage).

R =log, L bits/échantillon (40)
définition : soit un ensemble d’intervalles ou cellul8s= [s1, s9, . .., sz] et un ensem-
ble de valeurs ou point¥ = |y1,40,...,y]. Lopération de quantification est définie

mathématiguement par la relation suivante :

T =y, pour x € .S; (41)

Chague intervalle ou celluls; est bornée par deux seuils notés; eta;. Ainsi, la
largeur deS; est egale a; — a;_;

L'opération de quantification introduit une erreur de gifar@tiong =z — x
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QUANTIFICATION UNIFORME
La quantification est dite uniforme si tous les intervallasla méme largeur notés.

| |
yl yz y3 y4 y5 y6 y7 y8 X
a 2 g 8y 23 % &

X A

Figure 4: Quantification uniformg = 8
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QUANTIFICATION NON UNIFORME
La quantification est dite non uniforme si tous les intee&h’ont la méme largeur.

xY

Yie

Figure 6: Quantification non uniforme = 8
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ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

La mesure la plus commune pour évaluer la difference entsggteal quantifié et le
signal d’origine est I'erreur quadratique :

eq(x, 1) = (v — )7 (42)
On définit I'erreur quadratigue moyenne (EQM) ou distorsimsyenneD
D = E(eq(z, 7))
+00
- [ et fade
-3 [ eatans(wyie (43)

ou f(x) est la densité de probabilité de

Ainsi, lorsque la densité de probabiliféx) est connue, I'objectif de la quantification
est de coder les échantillons de la source avec le minimumitsleet» minimisant la
distorsion moyennd.
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QUANTIFICATION VECTORIELLE

Si on associe a chague échantillon un mot binaire, on réatisguantification scalaire
Il est possible de grouper plusieurs échantillons enseavant de réaliser 'opération
de quantification de ce groupe d’échantillons. On parlerquadtification vectorielle.

Figure 7: Region de Voronoi



QUANTIFICATION VECTORIELLE

Si on associe a chague échantillon un mot binaire, on réatisguantification scalaire
Il est possible de grouper plusieurs échantillons enseavant de réaliser 'opération
de quantification de ce groupe d’échantillons. On parlerquadtification vectorielle.

Figure 8: Quantification Vectorielle
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THEOREME DU CODAGE DE SOURCE AVEC PERTES
Définition :
on définit pour une source sans mémoire la fonction tawodistn 2( D) (rate distor-
tion functionen anglais) comme suit :

R(D) = rgliln){f (X, Y)|E(X —-Y)*) < D} (44)
p\y|x
Théoreme du codage de source avec pertes

le nombre de bits minimunk permettant de représenter une suite d’eéchantillons avec
une distorsion moyenne donnéedoit étre superieur ou egali D)

R > R(D) en bits (45)
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THEOREME DU CODAGE DE SOURCE AVEC PERTES
On peut montrer que 'inégalité suivante est toujours vraie

1 (7325 5

— — Yz

(46)
ol o2 est la variance de la source.

En introduisant la fonction distorsion-délbi R) la relation ci-dessus peut aussi s’écrire

D(R) < o222k (47)

Les deux inégalités se transforment en égalités pour utibdison gaussienne.
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EXEMPLE D’'UNE SOURCE GAUSSIENNE

0.8

0.7

0.5

I I I
-3 -2 -1 o] 1 2 3

Figure 9: Quantification uniforme et non uniforme= 8 pour une source gaussienne de variance- 1

Dans ce cas R = 3 bits eto, = 1), les distorsions moyennes des quantifications
uniforme et non uniforme sont respectivement égales a 7ldB2et -14,62 dB.

La limite théorique est0log,,27% = —18.06 dB

Comme les probabilités de chaque intervalle ne sont pasigques, on peut appliquer
un codage de Huffman apres I'opération de quantificatiorr péduire encore le débit
binaire. Ce codage permet de gagner ici environ 2 dB.

Pour atteindre la limite théorique, il faudra utiliser unegtification vectorielle
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ERREUR DE QUANTIFICATION

L’opération de quantification introduit une erreur de qufaration ¢ entre I'amplitude
x et 'amplitude quantifiéeg . On a la relation suivante :

T=x4+q (48)
Pour la quantification uniforme, € [—%, +%]
En considérant que I'amplitude du signal est suffisammemdg devant, la densité
de probabilité deg est approximativement uniforme.

1 A A
= — _—<g< = 49
Calculons I'erreur quadratique moyenhaég?) :

A

2
_ 200 = = 50
A/%q 1= 79 (50)



ERREUR DE QUANTIFICATION

Si la quantification uniforme est réalisée dumiveaux aveck = log, L et que la
dynamique du signal issu de la source est éghbaecA = AL = A2, alors le rapport
signal a bruit en decibel s’exprime comme suit :

q

— 101 2 _10logqn —

A

A% In?2
— 101 2_101 20R
AQ
= 10logyy 0> — 101ogy, D +6R (51)

On peut noter gu’un bit supplémentaire améliore le rappgrad a bruit de 6 dB.
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ERREUR DE QUANTIFICATION

Si on suppose que le signal est une sinusoide d’amplitude eréréteA (soit une
amplitude créte del/2), on a:

ol = — (52)
On obtient alors :

A2
SNR = 10log,, 0 — 101logy, o5 TOR

3
= 10 10g10 5 -+ 6R
_1.76+6R dB (53)
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MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE

Dans la modulation MIC ou PCM{ulse coded modulatioen anglais), apres échan-
tillonnage, les échantillons sont simplement quantifids podés.

~

x(1) - X Quantification x."

Figure 10: Codeur PCM

On a la relation suivante entre la sortie du codeur PCM etrEen
Ty = Tn+ qn (54)

ou g, est I'erreur de quantification
Cette technique est bien adaptée aux sources sans memoire.
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MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE

Dans de nombreuses applications comme le traitement dadéepgaar exemple, les
signaux de petites amplitudes se produisent plus frequemgue ceux de grandes am-
plitudes

Pour prendre en compte cette distribution non uniformesiplus quantifications non
uniformes ont été proposées pour améliorer les perfornsance

Une solution classique consiste a chercher a maintenitaiaiis rapport signal a bruit
dans la dynamique du signal.

Pour le codage de la parole deux lois de compression (norkel 16G.711) sont prin-
cipalement utilisees :

loi A ( systeme européen)

) st <y A=876 (55)
(signe der) ) i L < |y <1
loi 1 (Systeme américain)
: In(1
y = (signe der) 0l + p(z)) avec =255 et |z|<1 (56)

In(1+ p)
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MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE

Pour un signal de parole standard, ladoapporte une réduction de 24 dB du bruit de
guantification par rapport a une quantification uniforme.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

o=

-0.2

0.4

-0.6

-0.8

_1 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 11: Caractéristiques de transfert d'un compredsasg sur la 04 et la loi i
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MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE

En pratique, la quantification non uniforme peut étre vueroata concatenation d’'une
table de correspondancdopk up tableen anglais) appelée aussi compresseur et d’'une
guanfication uniforme. Le compresseur réalise I'operatiom linéaire.

En pratique, la compression peut étre réalisée a partiedjuantification uniforme sur
12 bits. On modeéelise la loi par 13 segments.

La table d’encodage est présentée ci-dessous

segmerjt mot d’entrée 12b mot de sortie 8b

13 01 Xy Xo X35 Xy N N NN N N|O 1T 1 1 X1 Xo X3 Xy
12 001 X3 Xo X3 X4 NN N NN |01 10 X3 Xy X3 X4
11 0 001 X3 Xo X3 X4 NN N N 01 0 1 X7 Xo X3 Xy
10 00001 X3 Xo X3 Xy NN N 01 00 X1 Xo X3 X4
9 0 0000 1 Xy Xo X35 X4y N N 0 0 1 1 X7 Xo X3 Xy
8 0000 O0O0T1 X5 Xo X35 Xy N 001 0 X1 Xo X3 Xy
7 0 000O0O0O0 1 Xq7 Xo X3 X4 000 1 X3 Xo X3 X4
7 000 0O 0 O0O0O0 X1 Xo X3 X4 00 0 0 X7 Xo X3 Xy
7 1 0 000 0 0 0 X7 Xo X3 X4 1 0 0 0 X7 Xo X3 Xy
7 1 00 00 00 1 X5 Xo X3 Xy 1 0 0 1 X5 Xo Xz Xy
6 1 0 000 01 X7 Xo X3 Xy N 1 01 0 X7 Xo X3 Xy
5 100 001 X3 Xo X3 X4 N N 101 1 X5 Xy X3 Xy
4 1 0001 X4 Xo X35 X4 N N N 1 1 0 0 X7 Xo X3 Xy
3 100 1 Xy Xo X35 X4 N N N N 1 1 0 1 X7 Xo X3 Xy
2 101 X3 X5 X3 X, NN N N N |1 110 X3 X X3 X4
1 11 X5 Xo Xs Xy N N N N N N |1 111 X7 Xo X3 X4
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CODAGE POUR SOURCES ANALOGIQUES CORRELES

Les sources analogiques (son et image) possede souverdrteestlondance qu’une
simple modulation PCM ne peut exploiter. Cette redondaistelieectement liée a la
corrélation entre échantillons : on parle aussi de sourcéraane.

Il existe 3 grandes familles de techniques pour exploitdeqaoprieté afin de reduire
le nombre de bits nécessaire pour transmettre ces echastill

e les techniques basées sur une forme d’onde temporelle cdanmedulation Delta,
PCM, DPCM, ... souvent utilisé pour le codage de la parole.

e les techniques utilisant une decomposition spectrale afarmodage par sous-bande
et le codage par transformée (cosinus discret ou ondeglettes

e les techniques basees sur des modeles de source comme de tioéaire prédictif
(LPC) utilises pour le codage de la parole a tres bas débit.
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MODULATION DELTA

Lorsque la source est a mémoire, la variation de I'ampliemtee les échantillons suc-
cessifs est relativement faible. En quantifiant les difiéss entre les amplitudes des
échantillons successifs, il est possible de reduire let@gbsortie du codeur.

Le principe de base de la modulation Delta consiste a quariafdifference d’amplitude
e, entre I'échantillon courant,, et I'’échantillon quantifiex,,.

La quantification est uniguement realisée sur deux niveayx=(+A).

x(1) X + e . En =tA
Ty n >G_‘> "y Quanltlgﬁatmn

AcC [&————

Figure 12: Modulateur Delta
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MODULATION DELTA

Quantification
1 bit

AcC [¢——

Figure 13: Modulateur Delta

L’accumulateur réalise I'opération suivante :

By = po1 + En (58)

Si a l'instantn, on az,, > z,, alorse,, = +A et la sortie de 'accumulateur a I'instant
n+ 1 estincrémentée dd : z,.1 =z, + A

Si a l'instantn, on az,, < z,, alorse,, = —A et la sortie de I'accumulateur a I'instant
n + 1 est décrémentée de: 2,1 =z, — A
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MODULATION DELTA
Le démodulateur Delta est un simple accumulateur. On a :

i'n — i'n—l + €n—1 (59)
Lerreur de quantificatiol,, apportée par I'opération de quantification est donnée par :

qn — én — €Ep (60)
Il est alors possible d’exprimer I'échantillon estimga partir der,,_; et de I'erreur de
guantification :

AN

Ty = Typ1+€En
— (xn—l + qn—1 — én—l) + én—l
= Tp—1 1+ qpn—1 (61)

Ainsi I’échantillon estimer,, est égal a I'echantillon précédent_; entaché de l'erreur
de quantificationy,,_,
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MODULATION DELTA

x(1)
A

x(1)

Y -

Figure 14: Exemple d’'évolution d&, dans un modulateur Delta

On peut observer deux types d’erreurs : I'erreur de powggiite bruit granulaire
L'erreur de poursuite est liée a la pentexddimitée aA /T..,. Pour diminuer I'erreur
de poursuite, la frequence d’échantillonnage doit étrdeégad a 5 fois la fréquence

minimum d’échantillonnage. L'autre solution consiste graenter la valeur da.

Le bruit granulaire se produit méme si le signét) est constant. Les échantillons
estimeést,, oscillent entre deux pas (bruit créte a créteddJne solution consiste alors
a diminuerA.

Le choix deA est un compromis entre les deux types d’erreurs.
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MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE DIFFERENTIEL

Le principe de base de la modulation DPCMifferential pulse coded modulatian
anglais) aussi notée modulation par impulsion et codadérdiftiel (MICD) consiste
a quantifier la difference d’amplitude, entre I’échantillon courant,, et I'echantillon
préditz,,.

e, est aussi appelée I'erreur de prédiction.

€n — Lp — i'n (62)

z,, est obtenu en utilisant un predicteur d’ordre

ZACn — Z i Ly —; (63)
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PREDICTION

Z-1 Z-l ——————— — Z-l
Ko Xh-2 X._p

Figure 15: synoptique du prédicteur d’ordPe

On déterminera le® coefficients de prediction; qui minimisent I'erreur quadratique
moyennek(e?) = E|(z, — i,)?]. Ces coefficients sont les solutions du systeme linéaire
suivant :

P
> aigli—j)=¢(j)  pour j=12.. . P (64)
1=1
ou ¢(m) est la fonction d’autocorrélation des échantillans Ce systeme se résout
efficacement en utilisant I'algorithme de Levinson. Lesfficentsa; sont déterminés
en début de transmission mais peuvent aussi étre ajusiédigaement
Avec cette structure, les échantillons a quantifier sonbéles et de tres faible am-
plitude et nécessite donc un nombre deGE)its limités.



MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE DIFFERENTIEL

x(1) x + e - e,
- | — n > ( _|_> n ) Quantification

Prédiction

Figure 16: Codeur DPCM

En entrée du prédicteur, au lieu des échantillons de la sayrcon utilise les échan-
tilons modifiés par quantification, = z,, + €, :

P

ZAUn — Z @i Ty —; (65)
1=1
On peut verifier que I'erreur de quantificatign= ¢,, —e,, est aussi égale a la différence

|
T QR

dn — €p

AN

n
(Nn T jjn) — Ty — xn)

n— T, (66)
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MODULATION PAR IMPULSION ET CODAGE DIFFERENTIEL
Synoptique d’'un décodeur DPCM

Figure 17: Décodeur DPCM

Pour le décodage, on utilise exactement le méme prédicteypaur le codage (en con-
sidérant 'absence d’erreurs de transmission). Ainsi,eut peconstruire les échantillons
Ty = €p + Ty

La modulation DPCM est utilisée pour le codage de la parofes dies standards ITU
G.721, G.722, G.723 et G.726.
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COMPARAISON DES TECHNIQUES POUR LE CODAGE DE LA PAROLE

La table suivante présente une comparaison des différeatbsiques de modulation
pour le codage de la parole en considérant une fréquenceadiBdonnage de 8kHz.
Les parametres choisis sont ceux qui sont les plus couratnrtigses.

Table 1: Comparaison des modulations pour le codage deddéepar

technique quantificateur nbr de bits débit
PCM uniforme 12 bits 96 kb/s
log PCM logarithmique 8 bits 64 kb/s
DPCM logarithmique 4-6 bits 32-48 kb/s
ADPCM adaptative 3-4 bits 24-32 kb/s
Delta binaire 1 bit 32-64 kb/s
Delta adaptatif binaire 1 bit 16-32 kb/s
LPC CELP 2,4-9,6 kb/s
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COURS 4

Codes en lighe, NRZ
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TRANSMISSION EN BANDE DE BASE

e Transmission en bande de base vs transmission par ondese@esdu

e Une transmission en bande de base signifie que les symbatestaedans le canal
de transmission ne subissent pas de translation de leutres@etour d’une frequence
porteuse.

e Dans le cas d’'une transmission par ondes modulées, les &3srdbeémettre module
une porteuse de fréquenge

e D’'une maniere générale, le signal émis s’écrit de la fornnasie :

oo

r(t) = 3 axglt — kT)

k=—00

T est la duree de I'impulsion élémentaire ou durée symbole

e Les criteres principaux pour choisir un code en ligne sansiavants :
— la densité spectrale du code
— la densité des transitions dans le signal émis
— la résistance au bruit
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CODE NON RETOUR A ZERO

e Ce code associe un niveau +A a chaque bit egal a "1" et un npMeawchaque bit
égal a "0".

a(t) A

+A

e 1 transition dans le signal émis a chaque transition de laesee binaire
e probleme de la longue série de "0" oyl de “}"sequence pilote



CALCUL DE LA DENSITE SPECTRALE

Soityxx(f) la densité spectrale d’'un signalt) émis en bande de base.
Formule de Bennett :

xlf) = HGHPaaf)  (67)

ou |G(f)|* est la densité spectrale de puissance de I'impulgionet y44(f) est la
transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélatipn:) = E(aja).

1aalf) = Y Fualihe 2T (68)

1=—00
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DENSITE SPECTRALE DU CODE NRZ
Puisquey(t) est une impulsion de largeiir et d’amplitudeA, on a:

+T/2

oo Ae= 7271t AT sinw fT
_ Jj2n ft _ _
G = [ g = |2 i (69
B sin(w fT)\”
G = e (M) (70)

Dans le cas du code NRZ, les symbotgssont indépendants et peuvent prendre les
valeurs +1 et -1. Leur moyenre(a,,) est nulle et leur variancg((a;)?) est égale a 1.
la fonction d’autocorrélation,,(7) est égale a

mz‘){l St 1=0 (71)

0 sinon

En conséquence, oma(f) =1
Finalement, on obtient donc la densité spectrale de pusssauivante :

sin(mr fT)) ’

wfT (72)

vxx(f) = AT (
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DENSITE SPECTRALE DU CODE NRZ

. 2
= (40

T

W0

L I
2 2.5 3

e Occupation spectrale théoriguement infinie
¢ 90 % de I'énergie est contenue dans le premier lope-(0 a1/T)
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CODE RETOUR A ZERO (RZ) UNIPOLAIRE

e Ce code associe a chaque bit égal a "1" un niveau +A pendamiuée?’ /2 puis un
niveau O pendarif’'/2. A chaque bit égal a "0" est associé un niveau 0.

e Ce code est aussi appelé code RZ 1/2.

x(1)A
®|@|©|®|@|®|®|
+A | | | |
r 27

{
-

e moyenne du signal émis non nulle
e raie spectrale & = 1/T
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CODE RETOUR A ZERO (RZ) BIPOLAIRE SIMPLE

e Ce code associe a chaque bit égal a "1" un niveau +A pendarduréde?’/2 puis
un niveau O pendant/2. A chaque bit égal a "0" est associé un niveau -A pendant une
duréeT’/2 puis un niveau O pendaiit/2.

x(1)A
v, 0,0, 0,0 0 0,
+A | | | |
I 2T

[
-

e synchronisation facile
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DSP DU CODE RZ BIPOLAIRE SIMPLE

°T (sin(rw .
() =2 () (74)

B

0.05

o) I I I >~ I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

frequence normalisée fT

e mais occupation spectrale plus élevée que le code NRZ
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CODE BIPHASE OU MANCHESTER

e Ce code associe a chaque bit égal a "1" un niveau +A pendamiuée?’ /2 puis un
niveau -A pendanf’/2. A chaque bit égal a "0" on associe un niveau -A pendaft
puis un niveau +A pendafit/2 .

x(1) A

+ 4 | —_ = |

e synchronisation facilite par les transitions régulieres
e utilisé pour Ethernet
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DSP DU CODE BIPHASE

(sin(m fT'/2))*
(mfT/2)?

vxx(f) = A°T (75)

0.7

!

0.6

0.4
0.3
0.2

0.1

e Occupation spectrale assez large
e intéressant lorsque le canal ne laisse pas passer les b@sgeEsces
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CODE BIPOLAIRE OU AMI

e Ce code associe a chaque bit egal a "1" successivement waunifeet un niveau
-A. A chaque bit égal a "0" est associé un niveau O.
Le code bipolaire est aussi appelé code Alternated Mark$roe (AMI).

x(1) A
®| @ |©I ®| ©I @ I @ I
+A | | |

t
»

T 2T
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CODE DE MILLER

e Ce code associe a chaque bit égal a "1" soit un niveau +A péigarmpuis un niveau
0 soit un niveau 0 pendafit/2 puis un niveau 0. A chaque bit égal a "0" on associe soit
un niveau -A et un niveau +A. La polarité du signal associe hiu@gal a "1" est choisie
de facon a garantir une continuité avec I'impulsion preoégle La polarité du signal
associe a un bit égal a "0" est choisie de fagcon a garantir amancité avec I'impulsion
précédente si celle ci portait un bit égal a "1".

x(t) A

CDI<®I@DICDI<®I@>I@->I

+A | ' | | ' |

1




DENSITE SPECTRALE DU CODE BIPOLAIRE ET MILLER

25

15

W0

0.5
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CODE NRZ M-AIRE

Exemple pouM =4, T = 21,

A
T 0,0 © 0 @0 O
+341 | |

+4

- 341
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DENSITE SPECTRALE DU CODE NRZ M-AIRE

A*T sin(w fT)\
= T (M?-1 76
Yxx(f) 3 ( ) ( T fT ) (76)
Densite spectrale des codes NRZ et NRZ-4 aire :
5 B

0 0.5 1 15 2 2.5 3
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COURS 5

Filtrage adapté
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CANAL DE TRANSMISSION

e Le signal émise(t) est modifié par le canal de transmission qui est en général mod
élisé par un filtre linéaire de reponse impulsionne(te. De plus, le canal ajoute un bruit
blanc gaussien(t).

Canal de transmission
r(r
Syl MO e e Y,

%

b(t)

e Le signal recu-(¢) est égal a :

LH

+b(t)
ot — 7)dr + b(t)
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CANAL A BRUIT BLANC ADDITIF GAUSSIEN

e Le canal a bruit blanc additif gaussien (BBAG) est un candraesmission dont la
reponse en frequence( f) est égale a 1 sur toute la bande du signal émis :

0 v @0
A

b(t)

e || permet de modéliser les canaux dont le bruit préedominsintie bruit thermique
e On a la relation suivante entre I'entrée et la sortie du cBBAG

r(t) = x(t) + b(t) (77)
e b(t) est un bruit blanc centré gaussien
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CANAL A BRUIT BLANC ADDITIF GAUSSIEN

e b(t) est un bruit blanc centré gaussien de densité spectraleiskapuae bilatérale :

7F(f>:%

e Sa fonction d’autocorrélatiom.(7) est égale a

wir) = [ ey epimrndr = 350

©. 9]
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CANAL A BRUIT BLANC ADDITIF GAUSSIEN

e b(t) est modélisé par un processus aléatoire gaussien centriadimmsité de proba-
bilité est la suivante :

1 b*

aveco? = 20
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CHAINE DE COMMUNICATION

e Rappelons la structure d’'une chaine de communication pgoint;

»| CODAGE DE CODAGE DE
SOURCE CANAL

A 4

SOURCE MODULATEUR

A\ 4

Y

CANAL DE
TRANSMISSION

DECODAGE DECODAGE |
DESTINATAIRE [€ DE SOURCE | DE canaL |

DETECTEUR [« DEMODULATEUR  [€—

e Le role du démodulateur est d’extraire les échantillons éoumaximisant le rapport
signal a bruit.

e Le role du détecteur est de décider en faveur des symbolgdusgrobablement
émis.

e Récepteur cohérent = les parametres comme la fréquencepbase des signaux
recus sont connus ou ont été correctement estimeés.
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STRUCTURE DU MODULATEUR 1

e On suppose que le codeur de canal délivre des bits groupédooadeg bits. On a
doncM = 29 messages différents possibtes {ci, ¢, ..., car}-

e le modulateur associe a chaque message:; un signalz;(t), défini sur I'intervalle
fini 0 <t < T et choisi parmi un jeu d&/ = ¢ sighaux d’énergie égale&

X
£y
A4

AT

%, (1)

> X (i)

(@]
_)
A 4

Xu (1)
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exemple: cas du code en ligne non retour a zéro (NRZ) compos&/de 2 signaux
éléementaires:;(t) etxs(t).

X(t)

B
T t
|E
T

A X, (t)

v

e L'énergie de chaque signa(t) entre O etl’ est égale &,

T
_ | 2
E, = /O i()2dt (79)
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STRUCTURE DU MODULATEUR 2

e || est également possible de représentefesignaux possibles;(t) par des combi-
naisons linéaires d& < M fonctions de base orthonormegg§t) et d’énergie unitaire.
Les signaux:;(t) peuvent s’exprimer par :

zi(t) = i o fult) (80)
ou -
o= [ i Of 0t (81)
et ou les fonctions de bagg(t), f2<t),(.). ., fn(t) sont orthonormees:
/OT fit) f5(t)dt = 055 = {(1) z: Z ; j (82)

Ainsi I'énergie des fonctions de base entre J'atst égale a 1.
L'énergie de chaque signal(t) entre O efl” est égale &,
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T N
E, = / i(t)dt =) a7 (83)
0 i=1

Xi2 g ;
Encodeur Z L(Q =% (t)
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exemple Isuite) : cas du code en ligne NRZ = 2 sighaux
Une seule fonctiorf; (¢) suffit pour générer les deux signauxt) et ().

AN
1

Ve
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0,-
C_)' \ES X1 : X (t)
15 +\E @

e f1(t) correspond a la réponse impusionneile) du filtre d’emission :

0 Es X (1)

< Yt S

1*+\E
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RECEPTEUR OPTIMAL POUR CANAL BBAG

e On considére qu'un del signaux possibles;(t) a été transmis sur un canal a bruit
blanc additif gaussien (BBAG) pendant la duiée
En entrée du récepteur, on a

r(t) =a;(t) +b(t) 0<t<T (84)
ou b(t) est un bruit blanc gaussien de densité spectrale de puessaiiateraleV,

e L'objectif d’'un récepteur optimal est de retrouver la sageeémise en minimisant le
taux d’erreurs.

e Deux structures equivalentes de récepteur optimal : l&laiaur et le filtre adapté
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CORRELATEUR 1

e Une premiére structure de démodulateur consiste a pnojetggnal recur-(t) sur
chacun des/ signauxx;(t) possibles.

; T
> > I( )dt Jﬁ(t)4><'y1

r(1)

‘&Q)

décision

T o
»@ > j( i |2 e D

T ¢ r
>® R J‘( \dt Y (1) > Ym
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CORRELATEUR 2

e Une autre solution consiste a projetter le signal recu suNlénctions de basg (7).

T wo
%@% JOr =5 A

L (@) ) N
G I [Oar 20 2
£>(0)
| e T
J-( Y yy () B YN
£y :

e Comme les fonctions de baggt) sont d’énergie unitaire entre 0'€ton a relation
suivante :
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y; = y;(T)

- [ s
_ / o) ()t + / b(1) () dt

=T TN
avecy; la sortie du ieme échantillonneur a I'instahet1 < j < N.
e Le signal recu-(¢) est maintenant représenté par un vectel\r @mposantes;

e Les échantillons de bruit; sont des variables aléatoires relatives au bruit additif du

canal de transmission. On peut montrer gu'ils sont centrds eariancer> = %

e || nous restera a déecider en faveur du signal le plus probadaieemis.
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exemple Isuite) :

T T
) o A
L
y:yl(T>
- / y(6) £ (1)t
_ / (&) fi(6)dt + / n(t) fu(t)dt
=T, +tnNn

e Le bruitn en sortie de I'échantillonneur est gaussien de moyenne Agh) = 0 et

de variancer? = %
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e Le rapport signal a bruit N R apres échantillonnage est donc

Elr? 2
gyp = Lo _ Bl =4

2
o o

9|

e Commer? = &, eto? =32, ona

2&
Ny
e Signaux en sortie du modulateur, du canal et du corrélateur :

= I |

I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

SNR =

(U]
-
T T

®
-
==

y,(0
N lL o L N
T % T
Il Il Il Il

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
temps
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FILTRE ADAPTE

e On peut remplacer les corrélateurs par des filtres adaptédadeponse impulsion-
nelle esth;(t). La relation entré:;(¢) et les fonctions de basg(t) est la suivante :

hi(t) = f;(T —1) avec 0<t<T (85)

e La sortie de chaque filtre s’exprime comme suit :

y;(t) = /0 y(t)h;(t — 7)dr

- [0 =+ riar
(86)

e Sion echantillonne la sortie des filtres a I'instditon retrouve la relation préecedente
yi(T) = y;

e |a sortie des filtres adaptés(t) a I'instantt = T est identique a celle de la structure
avec correlateur.
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T
h (1) y (1) — N

\4

T
) y () | (t) W

T
Nt N
b yy () \ Y

v

e On peut démontrer que l'utilisation de filtres adaptés pedaaenaximiser le rapport
signal a bruit et par conséquence de minimiser le taux diesre

e Le rapport signal a bruit en sortie d’'un filtre adapté ne ddpeas de la forme du
signal mais de son énergie !
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exemple Isuite) :

e Pour le cas du code en ligne NRZ, la réponse impulsionnheglle du filtre adapté est
la suivante :

h(t) = g(T' — 1)

ou g(t) est la réponse impulsionnelle du filtre d’émission.

:
0 [0
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COURS 6

Calcul du taux d’erreurs
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DETECTION OPTIMAL

e L'objectif du déetecteur optimal est de déterminer le messpg a éteé le plus vraisem-
blablement émix.

e Soit le message envoyé dans un canal discret stationnaire sans méemoirenddéle
de probabilité conditionnellg(y/x) ety le vecteur recu apreés filtrage adapte.

e D’une maniere géenérale, un détectemgximum a posteriofiMAP) cherche parmi
tous les messages possihigde message estimépour lequel la probabilité condition-

nelle Pr(x|y) est la plus grande.
X = arg max Pr(x|y) (87)

¢ En utilisant la loi de Bayes, on peut écrire :
Pr(y|x)Pr(x)
Pr(y)

e Si tous les messages sont équiprobables, et comme le dé&teariRr(y) est com-
mun a toutes les messages, le message estieséle message pour lequel la probabilité

conditionnellePr(y|x) est la plus grande.
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X = arg max Pr(y|x) (89)
e Un déetecteur utilisant ce critere est appelé un détectenmamum de vraisemblance
(maximum likelihooan anglais ou ML).

e un détecteur ML calcule les distances euclidiennes end@h#ntillon recu et les
échantillons correspondant a toutes les séquences @sssibl

e Messages equiprobables détecteur MAP = détecteur ML.
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CALCUL DU TAUX D’ERREURS BINAIRES POUR UN CODE NRZ SUR CANAL B BAG

e Modele equivalent (apres filtrage adapte) :

y=+Fsx;+n
ou r;, = %1
n est une variable aléatoire gaussienne centrée de vawién:eég—o

e Le détecteur ML réalise simplement I'opération de décisionante :

0 si y<
é{ Sl yss (90)
I s y>s

e La densité de probabilitgy) a alors la forme suivante :

pry)

- Ly + ./ L
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e Le seuil de décision est donc placé exactement entré’y et —/Es : s = 0 (cas
Pr(z;=+1) = Pr(z; = —1)=1/2.

e La probabilité que I'amplitude de I'’échantillon regisoit inférieure au seuil de déci-
sions = (0 sachant que = 1 (et doncz; = +1) est egale a :

(y — \/ES)Z}
< Olz; = +1) ex d 91
e La probabilité que 'amplitude de I’échantillaﬁsoit supérieure au seuil de décision
sachant que = 0 (et doncz; = —1) est égale a :
Y e (y + VEs)* }
> Ol = —1) = / ex { 92
ply > 0] L o ) M 5o Y (92)

e Le taux d’erreurs bit (TEB) est alors :

1 1
TEB = ip(y < Olx; =+1) + ip(y > 0|z, = —1)

1 oo + v FEs
v e &3
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e Faisons un changement de variable “£¥Es 4> = % On obtient alors :

V20 V20
1 +00 /E 2
TEDB = / exXp s — W+ s) dy
V2ro? Jo 207
1 +00 )
= — exp(—z7)dz
VT JyEs /v (

1 |Eg
= éerfc{ ﬁo}

ou la fonction erfc (erf complémentaire) est définie comme:su

erfcla) =1 — erf(a) = % /+OO exp(—22)dz (94)

e CommeiciEs = Eg,0na
1 |Eg
TEB = —erfcs 1/ —
2 { No }
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e La courbel’ EB = f(E,/Ny) pour un code NRZ sur canal BBAG est la suivante :

TEB
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PROBABILITE D’ERREURS PAR PAIRE

e Soient deux mots; et x; dont la distance euclidienne efx;, x;). Pour un canal
BBAG, la probabilitéPr(x;|x;) quey soit plus pres d&; que dex; est donnee par :

Pr(x;[x;) = %erfc<d§%>> (95)

e Dans le cas du code NRZ, le nwgtest I'échantillonz;. La distance euclidienne est
égale &/ E, et on retrouve bien I'expression du TEB précédente.
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CALCUL DU TES POUR UN CODE NRZ M-AIRE SUR CANAL BBAG

e Alphabet des symboles{=d, +3d,...,+(M — 1)d}.

00 01 11 10
M=4 ¢ + ¢ ¢ | 2
-3d  -d +d +3d

000 001 o011 o010 110 100 101 111

M=8 >

-7d  -5d  -3d  -d +d +3d +5d +7d

L'amplitude des symboles est alors :

An=02m—1—-M)d avec m=12....M
L’énergie moyenne par symbole est égale a :
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e Calculons une approximation du TES en ne tenant compte gaieadeou l'erreur
symbole provient d’une décision en faveur du symbole adjace

e On a2(M — 1) paires de points adjacents et la distance euclidienne egsgrpoints
est egale ad.

M—1 2 M—1 ME
TES = erfc( d ) erfc( 3log, b)

M 24/ N, M M? — 1Ny

10° ¢

— — NRz4
— NRZ |[]

10 o

1072 E

TES

10° E

10" e
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COURS 7

Critere de Nyquist
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CRITERE DE NYQUIST

e Sila bande du signal émis est limitée, la forme de I'impulstementaire(¢) est de
durée infinie

e Comment choisiy(t) pour pouvoir reconstituer parfaitement a la reception tbsia-
tillons émis a la cadence symbole 0" ?

e Le signal apres filtrage adapté s’écrit :

= Z app(t — KT) + n(t) (96)

avecp(t) = g(t) = c(t) x h(t)

e On échantillonngy(t) aux instantg = k7T + 7 (r est un délai permettant d’ajuster
I'instant optimal d’échantillonnage)
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CRITERE DE NYQUIST

+00
y(kT) = ax+ Y _ap((k —i)T) + n(kT) (97)
ki
e Cette expression est composée de 3 termes :
— Le premier terme est [&"“"** symbole transmis
— Le second terme est la contribution de tous les autres s@nlb@nsmis
sur 'échantillony(kT'). Ce terme est appelé l'interférence intersymbole.
— Le troisieme terme est la contribution du bruit

e Comme le second et le troisieme terme diminuent les perfocemdu systeme de
transmission, nous devrons choisir les filtres d’émisstaeaéception afin de les min-
iImiser.
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CRITERE DE NYQUIST

e Pour garantir 'absence d’interférence intersymbole, o @avoir la condition suiv-
ante sur la forme d’'ondg(?) :

1 pour k=0
kT) = 08
p(KT) {O pour k£ #0 (98)

e Avec cette condition, on a biefkT') = a; + n(kT)
e Dans le domaine fréquentiel, la condition devient :

ZP(er?):T (99)

1=—00

e Quelle est la faisabilite de réaliser le critere selon lgdar de bandé& du canal de
transmission C'(f) = 0 pour f > B)?
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CRITERE DE NYQUIST

1
ZP(f+|/T) cas—-=>8
T casi:B
2T
} -
B=1/2T T
TA casi<B
/ >< >< \ )
| >
B 1T

- Si % > B, alorsil n’existe pas de filtr&( f) et H( f) satisfaisant au critere de Nyquist

- Si % = B, il existe une solution possible : le filtre passe-bas padifréquence de
coupureB
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T si |f|<B=4 ~ sin(nt/T)
P = {O sinon plt) = mt/T

- Sis~ < B, alors il existe une famille de filtr€'( /) et H (f) tel queP(f) = G(f)C(f)H(f)
repond au critere de Nyquist. Les filtres appartenant a Gaattdle doivent satisfaire la
condition suivante :

P(f)+P(f—%):T (100)



FILTRE EN COSINUS SURELEVE

e Fonction de transfert satisfait au critere

y

T si. 0<|f] <2
P(f) = { T cos’ {%(QfT— (1— a))} Si < fl < 2 (101)
0 q >

« est le facteur d’arrondir¢ll-off en anglais) et est compris entre 0 et 1 (en pratique
cette valeur est choisie entre 0.22 et 0.35.
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FILTRE EN RACINE DE COSINUS SURELEVE

e Lorsque le canal de transmission est un canal BBAG, Bifa = G(f)H(f) afin de
maximiser le rapport signal a bruit a la reception on scirditre en cosinus sureleve

en deux filtres identiques :
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(T si
VT cos {ﬁ(QfT — (1 - a))} si

0 Si
\

123

0<|f\<1;
<‘f|<1+oz

|f‘ > 1+a

(102)



DIAGRAMME DE L' OEIL

e Permet de visualiser les interferences intersymboles
e |l consiste a superposer toutes les sections de duaesignaly(t).

e Exemple pour un signal NRZ filtré par un filtre en cosinus &k = 1 eta = 0, 35.

1.5 T T T T T T T T T 2

amplitude

amplitude
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COURS 8

Capacité d’'un canal de transmission
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CANAL BINAIRE SYMETRIQUE

1-p

e Ce canal est caractérise par la probabilité de transition

—p (103)
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e Le canal binaire symeétrique est sans mémoire

Soitx ety respectivement les séquences d’entrée et de sortie coagpadee bits du
canal :x = [x1,%9,..., 2., €ty = [y1, Y2, . - -, Yl

La relation suivante justifie I'absence de mémoire dansnalca
PYi=y,.... Yy =plXi=21,... X, =2,) = | [ P(Y = 5| X = )
1=1

La probilité conditionnelle jointe est le produit desprobabilités conditionnelles
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CANAL DISCRET SANS MEMOIRE

e Les symboles en entrée de ce canal Sdraire
e Les symboles en sortie soit-aire.

e les probabilites conditionnelles sont de la forme
P(Y — yj‘X — I'Z') = Dij-

Yj

Tm

PMN YN
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CANAL A EFFACEMENT

129
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CANAL ADDITIF A BRUIT BLANC GAUSSIEN

e Modele équivalent (apres filtrage adapte et echantilloehag
Yi = Xi + N,

olx; = £V E;

n; est une variable aléatoire gaussienne centrée de valzién:eéz—o

e Le détecteur ML réalise simplement I'opération de seudlag

e La densité de probabilité(y) a la forme suivante :

()
SN SN,
—JE;s +\JEg

TEB = erfe] |22 avec  erféa) = - /+OO (—29)d
=3 N a v exp(—z7)dz
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e La courbel’'EB = f(E)/N,) associee :

TEB
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CAPACITE D'UN CANAL DE TRANSMISSION

définition 1 : La capacité d’'un canal de transmission est la quantitfatimation
moyenne maximale dont le canal peut assurer le transfert.

e (' sS'’exprime en Shannon/symbole

e ('’ capacité par unité de temp8 = C' x D,

e En absence de bruit = Hy;4x(X) = log, @

e En présence de bruit < Hy;4x(X)

définition 2 : La capacité d’un canal de transmission est le maximum d&lmation
mutuelle moyenne.

C=maxI(X,Y) avec I(X,Y)=H(X)— H(X|Y) (105)
e La maximisation est réalisée sur I'ensemble de toutes l&€es possibles.
e H(X|Y) correspond a la quantité d’information moyenne perdue tacanal.
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Lorsque le canal est sans bruit, o0&&aX |Y) =0 etC = Hyax(X).

H(X) R I(X,Y) | H{X,Y) |
T ’Q—’ | H(X) |
o HXY)=0 H(Y) |
| [(X.Y) |
LorsqueX etY sontindépendants, onfA(X|Y) = H(X) etC = 0.
H(X) I(X,Y) =0 H(X,Y)

+
Q HX|Y) = HEX) H(X)
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PRINCIPE DU CODAGE DE CANAL

e Si H(X|Y ) est non négligeable (cas du canal bruyant), il ne sera pagymd’effectuer
une communication sans erreur en reliant directement lice@u canal de transmis-
sion.

e Solution : Il faut placer un element appelé codeur de canal entre leceai le canal
de transmission.

U X Y 1%
— | CODEUR [ »| CANAL [ »| DECODEUR [ >
H(U) H(X) I(X,Y 1[(U,V)

e On peut définir une nouvelle information mutuelle moyenne
(U V)=HU)—-HU|V).

e On peut alors rendre la quantité d’'information moyerfi@/|V") aussi faible que
souhaité. Il est alors possible de transmettre au travecs danal bruité une quantité
d’information moyennéed (U)

e H(U) < H(X) acause de la redondapce apportée par le codage de canal.



THEOREME FONDAMENTAL DU CODAGE DE CANAL

théoreme: Il existe un codage de canal permettant de garantir une coneation avec
un taux d’erreurs aussi faible que souhaité a la conditianlguguantité d’'information

moyenne entrant dans I'ensemble codeur-canal-décodéunfevieure a la capacité’
du canal :

H(U) < C en Sh/symb (106)

Multiplions H(U) etC' par le débit symbolég de la source
H(U)XDS<C><DS (107)

D; < C" en Sh/sec (108)

La démonstration est basée sur les seéquences typiques
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CAPACITE D’'UN CANAL BSC
Pourqg = 1/2:

I[(X,Y) =1+ plogy(p) + (1 — p)logy(1 — p) (109)

IX,Y) 1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0 I I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

probabilité p
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CAPACITE D'UN CANAL BBAG

On rappelle la relation entre le vecteur eémist le vecteur recly de dimensionD

y =X+n (110)
Soitn = (ny,ne,...,np) le vecteur bruit composé de composantes indépendantes
gaussiennes de varianee. La densité de probabilité du vectenrs’exprime comme
Suit:
1 Zi'il n;
p(n) = (2mo2)D/2 b ( 202 (111)

PourD tendant vers l'infini, on montre que la norme du vecteur dé brest concen-
tréee a la surface de la spherdalimensions de rayox/Do?

Pour la méme raison, la norme du vectewgst concentrée a la surface de la sphere de
rayon./ Do?

Le vecteury se trouve a la surface de la sphér® dimension de rayoR/ D(o2 + o2).
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Soit M le nombre de vecteussdistinguables.

Pour réaliser une transmission sans erreur, le volumédfiepheres de bruit doit étre
inférieur au volume de la sphére de raypiD (a2 + 02) :

M x V(y/Do?2,D) < V(y/D(o2+02), D) (112)
Le volume d’une sphere & dimension et de rayonest donné par
D2 .
D) = 113
VD) =roa+n” (113)
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On obtient I'inégalité suivante :

V(y/D(o? +02), D)
V(y/D.o2, D)

(D(0} + 07))")*

—  (D.g?)P/2

02+02 bz
< ( z ) (114)

M <

2
On

1
HU) = 510g2M <C (115)

Finalementon a:

C=Liog, [1+% (116)
2 02
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Pour une bande passante la dimensionD est égale @ = 2B7T (1 durée de la
transmission). La puissance du bruit est égalé & 2Bo* et la puissance moyenne du
signal X est égale & = 2Bo>.

1 P .
C = 510%2 <1 + N) Sh/dim (117)

C' = Blog, <1 + ;) Shis (118)
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Capacité (Sh/symb)

CAPACITE D'UN CANAL BBAG

Capacité=f(SNR)
T

-10

| | | | |
0 10 20 30 40
SNR (dB)
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EFFICACITE SPECTRALE

Soit B, = PT, I'énergie moyenne par bit d’'information.
On a la relation suivante entre le rapport signal a iV et le rapportt,/ Ny:

P Ey Ey
i S 119
N~ NyBT, N, (119)
n est I'efficacité spectrale en bits/sec/Hz :
-1 D avec D, = ! debit binaire d’'information (120)
=BT, B "=,
n est maximale lorsque la bande passante est minimal&sgit=1/7,, on a :
1 T,
(121)

maz = Tmem N Tb
En considérant qu®, = C’, on obtient :

C’ E, .
Mhmar = 5— = log, | 1+ nmaxﬁo en bits/sec/Hz (122)

142



EFFICACITE SPECTRALE (suite)

Eb B AL —
N, 0 Nmazx

(123)

E . FE
lim — =1In2 soit —| =-1.59 dB (124)

8.0 r

borne 256QAM

borne 128QAM

6.0 ¢

borne 64QAM

(bits/sec/Hz)

32QAM
k borne 32QAM

16QAM
40 | %

borne 16QAM

8PSk
K

efficacité 7

borne 8PSK

QPSK
2.0 ¢ P‘K

borne QPSK

borne BPSK

0.0
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BORNE PAR EMPILEMENT DE SPHERE

e borne par empilement de sphere pdue= 1/2 et R = 1/3.

1071 T 3 1071 T
— K=96 |] — K=96
— K=192 |] — K=192
— K=320 |4 — K=320
— K=500 | — K=500
— — K=1000 — — K=1000
107 107k
10 10
0 %]
w w
[= =
10 10
10°k 10°F
107 | ! 107 j
-0.5 15 2 25 0 25
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COURS 9

Introduction codes en bloc
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CODAGE DE CANAL

e L'objectif du codage de canal est de proteger les donnéesssii codage de source
contre les erreurs de transmission.

e Ces erreurs peuvent étre aléatoires ou se produire partpaque

e Au lieu d'utiliser un codage aléatoire, nous utiliserons dedes possedant une struc-
ture algébrigue comme par exemple la linéarité et rendast ks opérations de codage
et de décodage plus simples a effectuer.

On distingue trois grandes familles de codes correcteurs direurs

B les codes en bloc linéaires
B les codes convolutifs

B les codes concaténés

e code en bloc + code convolutif
e plusieurs codes en bloc (code produit,LDPC,...)
e plusieurs codes convolutifs (turbo codes, ...)
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RAPPEL SUR LES CORPS
Définition
Un corpsF' est un ensemble non vide muni de deux lois de compositiomnede
I'addition et la multiplication et satisfaisant :

e F est un groupe commutatif par rapport a I'addition (assmiti@, €élément neutre noté
0, symétrigue, commutativite)

e la multiplication est associative, commutative, disttioel a droite et a gauche par
rapport a I'addition

e le corps contient un élément neutre noté 1 pour la multipboa
e tout élément dé’ non nul est inversible
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Les corps de Galois

Un corps de Galois F'(q) est un corps fini possédanélémentsg est soit un nombre
premier ou soit de la forme = p" avecp nombre premier.

exemple 1: GF(2)

+ |0 1 * o 1

0 0 1 0 0 0

1 ‘ 1 0 1 ‘ 0o 1

exemple 22 GF(5)

+ 0 1 2 3 4 * 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1
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CODES EN BLOC LINEAIRES

Soitu = [ug, us, . . ., ux| un mot d’'information composé d& bits d’information
Soitx = [z1, 79, . .., x x| le mot de code associé composéddits.
On a la relation matricielle suivante entret x:
x = uG (125)
G est la matrice génératrice du codeur de dimensgior N.
g1 gir 912 --- GIN
G — 8,:2 _ 9:21 9:22 : 92:N (126)
gK JgK1 g2 .. KN

Chaque mot de code est une combinaison linéaire des veciedess. Ainsi donc,
un code en bloc linéaire peut étre defini comme un sous esgateriel ak < N
dimensions construit suivant (126).
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Il est toujours possible en combinant les lignes entre eidegettre la matrice généra-
trice G sous la forme systématique suivante :

00... 0 puu pi2 ... PIN-K
G=fix Pl=| 17 0P P vk (127)

000 ... 1pk1 pr2 --- PKN-K
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PROPRIETES ET DEFINITIONS

e rendement: le rendemenf? d'un code en blo¢N, K) est egal a
K

R=— (128)

e [inéarité : soit x; etx, deux mots de code du code et o et a, deux éléments du
corps fini. La linéarité implique que;x; + asX, est aussi un mot de code de Par
conséquence, le mgg = [00. .. 0] est toujours un mot de code d’un code linéaire. On
appellera ce mot de code le mot de code nul.

e distance de Hamming: soitx; etx, deux mots de code du codade longueurV, la
distance de Hammingy (X1, X;) est égale aux nombres de bits qui différent.

Exemple :x; = [001100] etxs = [001111], dg (X1, Xg) = 2

e poids de Hamming: le poids de Hamming(x) d’'un mot de code binaire est égal
au nombre de bits non nuls de ce mot de code.

Exemple :x = [001100] , w(X) = 2
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e distance minimale: La distance minimalel,,;,, du codeC est le nombre de bits
qui different entre les deux mots de code les plus prochegas de la distance de
Hamming :

din = min dpr(x;, X;) (129)
0,1
Lorsque le code est linéaire, la distance minimé&lg, est égale au poids de Hamming
minimal du code” (en excluant le mot de code nul):
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PROPRIETES (SUITE)

e Capacité de correction d’erreurs d’un code linéaire binaire en bloc
Un décodeur a entrées dures peut corriger juse@ideurs avec :

e = V’m’" — 1J (131)

2

e marge inferieure de Hamming:
Pour un codé N, K') on a la relation suivante

2V >N o) (132)
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PROPRIETES (SUITE)

e Capacité de correction d’erreurs d’un code linéaire binaire en bloc
Un décodeur a entrées dures peut corriger juse@ideurs avec :

e = V’m’” — 1J (133)

2
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LES CODES LINEAIRES EN BLOC PARFAITS

e codes parfaits:
les codes parfaits possédent la propriété que tows'lesots possibles sont inclus dans
les2” boules de Hamming de rayen L'inégalité ci-dessus se transforme en égalité.

e Codes de Hamming
Les codes de Hamming sont des codes en bloc linéaires pavfadires vV, K') avec
N=2'—letKk =2/ —1-J.

Par exemple pow = 3, le code de Hamming est un code (7,4).
1011000
0101100
G = 0010110 (134)
0001011
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e Code de Golay

(135)

)

1000000000001 100011101¢0
01000000000001100011101
0010000000001 1110110100
00010000000001111011010
0000100000000011110110°1
0000010000001 1011001100

[

00000010000001101100110
00000001000000110110011
0000000010001 101110001°1
0000000001001 0101001011
0000000000101 0010011111
\OOOOOOOOOOOI10001110101)

G

C’est un code (23,12) dont la distance minimale est eégale a 7.

156



MATRICE DE CONTROLE

Associé a chaque codklinéaire en bloc binair¢ N, K) il existe un code linéaire en
bloc binaire dua(N, N — K)

SoitH la matrice génératrice de ce code dual. Chacun des mots éxahdcodeC
est orthogonal a tous les mots de code du code dual :

xH? =0
Puisque cette relation est valide pour tous les mots de aodedeC, on a
GH' =0

Si la matrice géneratrio® est systématique est de la forme :

P11 P21 ... PKi1

10
H= P 1y 4]= D12 p2 ... DPr2 01

0 ...
0... 0

PIN-K PoN-K --- PxN—KkK O 00 ... 1
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exemple 3(suite) : la matrice de contrble du co@g(7, 4) est la suivante :

1110100
H=| 0111010
1101001

Chague ligne de la matrice de parité correspond a une équaiparite

(U1‘|_'U/2‘|'U3‘|‘ZU5:O nceud 7T;
§ U2 +us +ug+ a6 =20 noeud 75 (136)
\u1+u2—|—U4—|—x7:O noeud 73

158



COURS 10

Décodage des codes en bloc (méthode du syndrome, Viterbi
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DECODAGE A ENTREES DURES DES CODES
EN BLOC LINEAIRES BINAIRES

e décodage a entrées dures versus décodage a entrees pspndérée

e Le mot recur est la somme modulo 2 du mot de code exet du vecteur d’erreurs
r=x+e
3 méthodes de decodage
e recherche exhaustive
e méthode du tableau standard
e décodage par syndrome

Le syndrome d’erreursde dimension x (N — K) est défini par:

s=rH"
=xH" +eH"
= eH’! car xH! =0 (137)
En I'absence d’erreurs de transmission, le syndrome diesszest le vecteur nul.
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METHODE DU TABLEAU STANDARD

o 2V=1 syndromes d’erreurs
e un méme syndrome d’erreurs paiir/2¥ % = 2% vecteurs d’erreurs possibles

Xo X1 X9 oo Xor_q S
Xo + € Xp+€ Xo + € coo Xox 1 T € S
Xo+ & X1 +& X2 + & coe Xor 1 T & S
Xoten-rx_1 X +en-rx_1 Xot+ten-rx_1 ... Xox_1+&n-k_| | Snv-Kk_1

e chague rangée est une classe correspondant a un syndrome

e le représentant est appelé chef de classe

e le chef de classe est le vecteur d’erreurs le plus vraisd@@rmis les mots de la
classe.

e Le décodage consiste donc a rechercher dans le tableawlaeatlans laguelle se
trouve le mot recu. Le resultat du décodage sera le mot de siage en premiere
ligne de cette colonne.
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DECODAGE PAR SYNDROME

e calcul du syndrome d’erreurs correspondant au mot recu
e ONn associe a ce syndrome le vecteur d’erreurs estimé corrdapte.
¢ le mot de code estimeest alors :

X=r-+e@ (138)
e Cette méthode est moins complexe que la méthode du tabbradastl

e exemple :la table pour le décodage d’'un code de Golay etéijid) nécessite une
memoire de 4096 mots de 23 bits.
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FONCTION D’ENUMERATION DE POIDS

Définition 1 : la fonction d’énumération de poids WEF ( weight enumer&iaction
en anglaig d’'un codeur binaire en bloc systématiqué, k') est définie comme suit :

N
AD) =) AsD" (139)
d=0

A, est le nombre de mots de code de longuEuwie poidsd.

Définition 2 : la fonction d’énumération de poids IRWEF (input redundaneight
enumerator function anglai$ d’'un codeur binaire en bloc systematique, K) est

définie comme suit ;
K N-K

AW, 2)=) > Ay W"Z (140)

w=0 2z=0
A, . estle nombre de mots de code de longu¥uwttont le poids de la séquence des bits
d’'information est egal @ et dont le poids de la séquence des bits de redondance est ege
az.

163



BORNE PAR REUNION

e La borne par réunion est un outil tres utile pour évaluer &fpmances des systemes
de transmission.

Considérons un décodeur a maximum de vraisemblance :

X = arg max Pr(y|x) (141)

Exemple : soit un ensemble de 4 mots de codgsx,, x3 et x4 et leurs zones de
déecision associees;, \,, A3 et A, donne sur la figure 18 (figure de gauche).

Figure 18: Zones de décision associées aux mots de code.

~

A\

On peut par exemple borner la probabilité d’erretirgerreur mofx, ):

H
o
g



Pr(y € A|x;)

PT(y = (AQ U A3 U /\4)‘X1)

PT(y c /\12‘X1) + PT(y < /\13‘X1) + PT(y c /\14‘X1)
Pr(Xs|X1) + Pr(Xs|X1) + Pr(X4|Xy)

Pr(erreur mojtx,)

IA

La probabilité d’erreurs mot est egale a
Pr(erreur mot = ) _ Pr(x;) Pr(erreur mofx;)
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BORNE PAR REUNION

La probabilité de decoder un mauvais mot de code sachant tidemamdex; transmis
est bornée supérieurement comme suit :

Pr(erreur mojx;) = Pr(y € A;j|x;)
< Z Pr(X;|X;) (142)
Jiji
avec/\; zone de décision associée au mot de ogde
Pr(X,|X;) est la probabilité qug soit plus prés d&; que dex;.

e La borne par réunion ramene la comparaison d'un ensembleotieda code a un
certain nombre de comparaison de mots de code deux a deux.
e La borne par réunion n’est précise que pour les rapportgisggbruit éleveés.
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Si la distance de Hamming entre deux mots de cQ@tXx; est égale @, leur distance
. . 7 N N L K
euclidienne est egaleZs/dREj, ou R = 5 est le rendement du code.
On a alors :
Pr(X;|%;) 1erfc dREb (143)
r(Xi]X;) = = =0
/ 2 Ny

En utilisant la borne par réunion, on obtient la borne s@wuee suivante sur le taux

d’erreurs mot (TEM) et le taux d’erreurs bit (TEB) du décodamaximum de vraisem-
blance sur un canal BBAG associé a un code en bloc linéairé) :

1 ZN [ E
b

d=dipye

ou A, est le nombre de mots de code de paids

N
1
TEB~~ ) Bderfc<\/dREb/No>

2
d:dlibre

avec B; = (144)

|
[
= g
=



GAIN DE CODAGE

e Sur un canal BBAG, il est théoriguement possible de réalisertransmission sans
erreur a un rappork;, /Ny = 0dB en utilisant un code de rendement 1/2.

e La différence entre une chaine de transmission utilisaatmodulation bipodale sans
codage et cette limite de capacité est de 9.6 dB pour un taused's bit de.0~°)

e On définit le gain de codage d’'un code correcteur d’erreurse étant la difference
de rapportE'z /Ny entre la chaine sans codage et la chaine utilisant ce code.

107"

T T 3 T T

T T
— — sans codage
—+— code de parité (3,2)
—=— code de Hamming (7,4) |]
—— code de Golay (23,12)

10°F -

10°F -

10°F -

10~




FONCTION D’ENUMERATION DE POIDS

Définition 1 : la fonction d’énumération de poids WEF ( weight enumer&iaction
en anglaig d’'un codeur binaire en bloc systématiqué, k') est définie comme suit :

N
AD) =) AsD" (145)
d=0

A, est le nombre de mots de code de longuEuwie poidsd.

Définition 2 : la fonction d’énumération de poids IRWEF (input redundaneight
enumerator function anglai$ d’'un codeur binaire en bloc systematique, K) est

définie comme suit ;
K N-K

AW, 2)=) > Ay W"Z (146)

w=0 2z=0
A, . estle nombre de mots de code de longu¥uwttont le poids de la séquence des bits
d’'information est egal @ et dont le poids de la séquence des bits de redondance est ege
az.
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COURS 11

Critere MAP/ML décodge a entrées pondérees
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DETECTION OPTIMAL

e L'objectif du déetecteur optimal est de déterminer le messpg a éteé le plus vraisem-
blablement émix.

e Soit le message envoyé dans un canal discret stationnaire sans méemoirenddéle
de probabilité conditionnellg(y/x) ety le vecteur recu apreés filtrage adapte.

e D’une maniere géenérale, un détectemgximum a posteriofiMAP) cherche parmi
tous les messages possihigde message estimépour lequel la probabilité condition-

nelle Pr(x|y) est la plus grande.

X = arg max Pr(x|y) (147)
¢ En utilisant la loi de Bayes, on peut écrire :
P
Pr(x|y) = ply|x)Pr(x) (148)
p(y)

e Sitous les messages sont équiprobables, et comme le dé&atemis(y) est commun
a toutes les messages, le message estimét le message pour lequel la probabilité

conditionnellep(y|x) est la plus grande.
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X = arg max p(y|x) (149)

e Un détecteur utilisant ce critere est appelé un détectenmamum de vraisemblance
(maximum likelihooan anglais ou ML).

e un détecteur ML calcule les distances euclidiennes end@h#ntillon recu et les
échantillons correspondant a toutes les séquences @sssibl

e Messages equiprobables détecteur MAP = détecteur ML.

Il faut ici distinguer deux cas
- si I'entrée du décodeur est binaire on parlera de décodaegeées duresi{ard decod-
INng en anglais).
- si I'entrée du decodeur peut prendre une valeur contintre erY et+V, on dira que
le décodage est a entrées souples ou pondeseésieécodingen anglais).
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cas du canal BSC

d N—d N[ P )
ply[x) = p"&(1 — p)N X — (1 - p) (m) (150)

ou dy(y,x) est la distance de Hamming entre la séquence rgcetla séquencs.
Commep est compris entre 0 et 0.5, o a 1%9 < 1.

Ainsi maximiserp(y|x) revient a minimiser la distance de Hamming entret x.
cas du canal BBAG

Apres filtrage adapté et échantillonnage, on a :

y =X+n (151)

avecr; = =/ RE), (modulation bipodale) et; échantillon gaussien centré de variance
2 _ Ny

o 2

1 i — 1)
plule) = e f = U2 (152)
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X = arg max p(y|x)
= arg max log p(y|x)
= arg max log Hp(yﬂxz)

N-1

= argmax ) _ log p(yilxi)
1=0

= argmin ) (y; —;)° (153)

1=0
e Une seconde version du décodeur a maximum de vraisemblahobtenue en ap-
proximant les calculs :

N-1
X = arg min Z yi — x4 (154)
i=0
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TAUX D’ERREURS POUR UN CODE NRZ SUR CANAL BBAG
PROBABILITE D’ERREURS PAR PAIRE

e Soient deux mots; et x; dont la distance euclidienne e#tx;, x;). Pour un canal
BBAG, la probabilitéPr(x; — X,) quey soit plus pres d&; que dex; est donnée par :

Pr(x; — X;) = ;erfc<w> (155)

e Dans le cas du code NRZ, le notest I'’échantillonz;. La distance euclidienne est
égale &/ £,
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La probabilité d’erreurs mot est égale a

Pr(erreur mot = Y _ Pr(x;) Pr(erreur moix;)

La probabilité de decoder un mauvais mot de code sachant tidemamdex; transmis
est bornée supérieurement comme suit :

Pr(erreur mojx;) < »  Pr(x; — X;) (156)
Jiji
Pr(x; — X;) est la probabilite qug soit plus pres d&; que dex; sachank; émis.
e La borne par réunion ramene la comparaison d’'un ensembleotieda code a un

certain nombre de comparaison de mots de code deux a deux.
e La borne par réeunion n’est précise que pour les rapportgisggbruit éleves.
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Si la distance de Hamming entre deux mots de cQ@tXx; est égale @, leur distance
euclidienne est égale?a/dRE), ou R est le rendement du code.
On a alors :
1 E;
Pr(x; — X;) = —erfc| 1/ dR— (157)
2 Ny
En utilisant la borne par réunion, on obtient la borne s@wuee suivante sur le taux

d’erreurs mot (TEM) et le taux d’erreurs bit (TEB) du décodamaximum de vraisem-
blance sur un canal BBAG associé a un code en bloc linéairé’) :

1 ZN [ E
b

d=dipye

ou A, est le nombre de mots de code de paids
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GAIN DE CODAGE

e Sur un canal BBAG, il est théoriguement possible de réalisertransmission sans
erreur a un rappork;, /Ny = 0dB en utilisant un code de rendement 1/2.

e La différence entre une chaine de transmission utilisaatmodulation bipodale sans
codage et cette limite de capacité est de 9.6 dB pour un taused's bit de.0~°)

e On définit le gain de codage d’'un code correcteur d’erreurse étant la difference
de rapportE'z /Ny entre la chaine sans codage et la chaine utilisant ce code.

107"

T T 3 T T

T T
— — sans codage
—+— code de parité (3,2)
—=— code de Hamming (7,4) |]
—— code de Golay (23,12)

10°F -

10°F -

10°F -

10~




PERFORMANCES DES DECODEURS A ENTREES DURES ET PONDEREES

e entrées dures

TEMpga <1-) Cyp'(1—p)N~ (158)
1=0
e capacité de correction du code correcteur d’erreurs

1 RED
p= 5erfc( N ) (159)

e entrées pondérees

- E
TEM, < - Agerfe| /dR=2
<y 2 A (\/ NO>

d:dlibre
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TEM = f(Ep/Ny) d'une chaine de transmission utilisant un code de Hammigg (7

et un code de Golay (23,12).

10"

10°F

10°E

10k

TEM

10°F

10

107F

T T
—+— code de Hamming dur
—+— code de Hamming pondéré
—*— code de Golay dur
—x— code de Golay pondéré

On peut observer un gain d’environ 2 dB entre décodage assntitires et pondereées.

)‘,
i\
\
\
\ \
i
X \
\. .
* : N
i : N
Y :
i \ I
7 8 9
Eb/N
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COURS 12

Codes cycliques, BCH, RS
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CODES CYCLIQUES

e Les codes cycliques forment un sous ensemble des codesdméa bloc.

e Ces codes contiennent les familles de codes les plus inmbestaomme les codes de
Hamming, de Golay, les codes BCH et Reed Solomon.

e Leurs propriétés permettent un codage et un décodagesestsnt aisé.

e SiXx=|rygr ... Ty_2 xy_1] €St UN MOt de code alors
X' =|ry_120 ... Ty_3 Ty_o] €St AUSSI UNn Mot de code.

e On associe a chaque mot de code [z x1 ... Ty_2 TN_1]
un pOIynﬁmeL'(p> =5 -+ T1p + ..+ I'N—2PN_2 + xN_le—l

e Calculons le polynébmez(p) :
pa(p) =zop+21p° + -+ TN_0p” +aTN_1p"
En ajoutantry_; puis retranchant y_; :
pr(p) = Tn_1 + TP+ T1P° + -+ an_ap’ |+ anoa(p” — 1)
Effectuons le calcul dgx(p) modulo(p® — 1) :
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pr(p) mod (p" — 1) =ay_1+zgp+x1p° + -+ TN_2p"
= 2'(p)
e Un decalage circulaire a droite d’'une position correspondexmultiplication pap
modulop” — 1.

e Plus généralement, un décalage circulaire a droite pesitions correspond a la
multiplication parp’ modulop” — 1.
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PROPRIETES DES CODES CYCLIQUES

e Siz(p) est un polynbme associé a un mot de code d’'un code cydliju&’), alors
(ap + a1p + agp® + - - + ag_1p" " Ha(p) mod (p~ — 1)

est aussi un polyndme associé a un mot de code.

e Alors que pour un code en bloc linéaifé mots de code sont nécessaires pour déter-
miner I'ensemble deg” mots de code, pour les codes cycliques, un seul mot de code
suffit.

Propriété 1 : Il est possible de construire un code cycliqug, K) a partir d’'un
polyndme générateur nogép) de degréV — K.
gp) =g+ gp+ -+ gnv-gx-1p" " +pN "

g(p) est le polynbme de degré minimal appartenant au code cgcliqu
Propriété 2 : Le polyndmey(p) est un facteur dg” — 1.

Propriété 3 : La liste de 'ensemble dex* polyndmes s’obtient par multiplication de
g(z) par les2"* polynémes de degré inférieur ou égaka— 1.
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Soit le mot d'informatiornu = [ug uy ... ug 2 ug_1] €t
u(p) = ug + uip + - -+ + ug_op™ "2 + ugx_1p™ ! son polyndme associé.

On a la relation entre(p) etz(p) suivante :

z(p) = u(p)g(p)

Propriété 4 : Tout polynéme facteur dg" — 1 engendre un code cyclique.

e Decomposition en produit de polyndmes irréductibles ddgngomnes de la forme

i .

pQ 1_1.
j=2p’—1=14p)(1+p+p°
j=3|p"—1=14+p)(1+p+p*)(1+p*+p°)
j= p —1—(1+p)(1+p+p2)(1+p3+p4)(1+p+p4)(1+p+p2+p3+p4)

j=5|pt—=1=1+p)A+p*+p°)1+p*+p°)(1 +p*+ p* + p* +p°)
L+p+p*+p'+0°) A +p+p*+p"+ )L +p+p* +p° +°)

exemple: on peut construire des codes de Hamming (7,4) avec= 1 + p + p° ou
g(p) =1+p* +p’.
Pour construire la matrice génératrice il suffit de choessrpolyndmes suivants :

g) 9p glpp® ... glpp"!
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exemple: pour le code de Hamming (7,4) ave®) = 1 +p+p°, la matrice génératrice
est la suivante :

1101000
0110100
G = 0011010 (160)
0001101
e La matrice génératrice ainsi obtenue n’est pas sous la feystématique.
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CODES CYCLIQUES SOUS FORME SYSTEMATIQUE

On cherche a obtenir un mot de codsous la forme systematigue= [z =1 ...

[QZO 1 ... TN=K—1UpU1l ... UK—9 ”LLK_l]
Le polynbmex(p) associéx(p) = q(p)g(p) est calculé comme suit:
-1 multiplier le polynémeu(p) parp™—#

-2 diviserp” " u(p) parg(p) pour obtenir le reste(p)

-3 ajouter le reste(p) ap™ Ku(p)
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COMPARAISON AVEC LAPPROCHE MATRICIELLE

Dans I'approche matricielle nous avons vu que la matric&gdnce avait la forme :
Gs=|[l P]

Avec I'approche codage cyclique, la matrice génératrica uforme suivante :

Gs =[P 1]
car le mot de code se présente differemment :

X = [I‘O X1 ... I'N—l] = [.CEQ 1 ... TN—K—1Up UL ... UK_9 UK—l]
Exemple: pour le code de Hamming (7,4) ave@) = 1+p+p°, la matrice génératrice

avec I'approche matricielle est la suivante :

Gs = (161)

o O O
o O = O
O~ O O
_ O O O
—_ = O
O = =
— = = O
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avec I'approche cycligue on obtient :

Gs =

|
(1) (162)
|

O = =
— = = O
o O O =
OO = O
O — OO
_ o O O
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DIVISION DE POLYNOMES DANS GF(2)

Soit la division d'un polynéme dividend€ p) par un polynéme diviseuy(p) de degré
d dans le corps de Galois GF(2). On a la relation:

a(p) = g(p)q(p) + r(p)

Exemple:

1p® +0p° +0p*+0p°+1p° +0p+1 1p®+1p+1

1p6 +1p5 +1p4
op®+1p°+1p*+0p° 1p*+1p*+0p°+1p+0

1p5 +lp4 +lp3

0p5+0p4+1p3+1p2
Op4+0p3+0p2

Op*+1p°+1p”*+0p
1p’+1p” +1p

Op*+0p°+1p+1

-1 Au cours de la division, le degré du dividende décroit : nexlifications du
dividende sont realisées des poids forts yers les poideaib



-2 Pour un diviseur de degrg a chaque itération, les modifications du dividende ne
portent que sur legl + 1) termes les plus a gauche.
-3 Lorsque la modification du dividende a lieu, elle conseéstgouter terme a terme
lesd + 1 coefficients du diviseur.
e || est possible de déeduire une structure matérielle pouisg¥acette division.
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STRUCTURE MATERIELLE D’'UN CODEUR CYCLIQUE

Cette structure comporte autant de registres a décalage degré du diviseur.

1 1p ]_p2
a( p) S S) quotient
+ » D + »DI——e—>

Figure 19: structure matérielle d’un diviseur gat p + p?

e Les bits entrent dans le diviseur poids fort (MSB) en téte.

e A chaque coup d’horloge, un nouveau coefficient du polynaipe entre dans le
circuit. Apresd coups d’horloge, le premier coefficient non nul du quotiemt slu
dernier registre a décalage. Ce coefficient est multipliégpa) puis soustrait comme
dans la division.
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STRUCTURE D'UN CODEUR CYCLIQUE

e Dans le cas des codes cycliqugs, K), nous avons vu gqu’avant de calculer le
rester(p) de la division il est nécessaire de prémultiplier le polyeéassocié au mot
d’'informationu(p) parp™ .

e La multiplication pap” —% est équivalente a ajoutpf’ ~* zéros a la suite de(p).

e |l est possible de réduire le nombre de coups d’horloge isaaespour calculer le
reste en exploitant le fait que |1éé — K derniers bits du polyndme" "« (p) sont nuls.

1 1p Op’ 1p°
Sl Sz S3
D —  »D—»D
p’u(p)

Figure 20: structure matérielle d’'un codeur de Hammifyg = 1 + p + p3

Cette structure permet de gagmér— K coups d’horloge correspondant atix— K
derniers bits nuls du polynome’*u(p).
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STRUCTURE MATERIELLE COMPLETE D'UN CODEUR CYCLIQUE

Figure 21: structure matérielle compléte d’un codeur de kag (7,4) g(p) = 1 +p + p?

Le codage s’effectue en deux étapes :

1/ Linterrupteur P, est fermeé etP; est en positionA. On appligueK = 4 coups
d’horloge pour envoyer le&” premiers bits du mot de code et calculer le resgte.

2/ L'interrupteur P, est ouvert efP; est en positionB. On appliqgueN — K = 3 coups
d’horloge pour envoyer |ledy — K derniers bits du mot de code (correspondant au reste).
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CORPS DE GALOIS GF(24)

e Le corps de Galois fini GB*) est isomorphe au corps des polynémes a coefficients
dans GF(2) modulo un polynéme irréductible dans GF(2) etedgéd.

e Liste des polynomes irréductibles facteursptie— 1

1+p+pt
1+p+p*+p° +p'
1+ p+p?

1+ p?+p

1+p
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e Exemple : on choisit le polynéme irréductibler p + p*
e Soita une racine de ce polynome.

e Les puissances successivesadengendrent |e8" — 1 elements non nuls du corps
GF(2™).

e Liste des éléments du corps @H construit aved + p + p?

élément polyndme| représentation binaireéléement  polyndme | représentation binaire

0 0 0000 al 1+p+p 1011

1 1 0001 ab 1+ p? 0101

a p 0010 o’ p+p? 1010

o p? 0100 alf 1+p+ p? 0111

o? P 1000 alt p+p*+p 1110

ot 1+p 0011 at? 14+p+p*+p 1111
o’ p+ p? 0110 ol 1+p?+p? 1101
ab p? + p? 1100 alt 1+ p? 1001
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POLYNOMES MINIMAUX

A chaque élément non nul du corps @GF) on associe un polynéme minimal.
Définition : le polyndbme minimaln;(p) est le polyndme irréductible de plus faible
degré dont' est racine.

mg(p) = me(p =m9(P>:m12(P>=1+p+P2+P3+P4
(p)=1+p+p°
mz(p) = my1(p) = mis(p) = mu(p) =1 +p3 ‘|‘p4

(163)
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LES CODES BCH
e Les codes BCH sont des codes cycliques binaires

e Le polynome générateur(p) possede parmi ses racines Jespuissances consécu-
tives dea.

e Ainsi, le polyndbme générateylp) est le produit des polyn6mes minimaux associes

aa, o’ a’, ..., a* sans qu’aucun des polyndmes ne soit répété :
g(p) = PPCM|{m1(p), ma(p), m3(p), . . ., mac(p) (164)
Proprietés
N=2"-1
N — K <me

doin > 2 + 1 (165)
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e Liste des polyndmes générateurs des codes BCH corrigesqui’gu3 erreurs pour

N <63
N K e g(p
7 4 1 pPip+1
15 11 1 p*+p+1
7 2 pP+p +pi4ptti
5 3p10+p8+p5+p4+p2+p+1
31 26 1 p°+p>+1
21 2 p+p + ¥+ + 7 +pP 41
16 3 p15+p11+p10+p9+p8+p7+p5+p3+p2+p+1
63 57 1 pS4+p+1
51 2 pP4+p"+p°+p° +p' +p° +1
45 3 p18+p17+p16+p15+p9+p7+p6+p3+p2+p+1
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DECODAGE DES CODES BCH

La matrice de parité des codes BCH s’ecrit :

1 a ... oVl
2 2(N—1)
H=| D@ (166)
1 &26 o a2e(N—1)
On recoitr(p):
r(p) = z(p) + e(p)
=ro+nrmp+---+ TN_QpN_2 -+ TN_le_l (167)

La premiere étape consiste a calculer le syndrehfini par un vecteur 2e éléments
S; .

si=r(a") =x(a) +e(d)=ela') Vi 1<i<2e (168)



DECODAGE DES CODES BCH
Proprietés
N=2"—-1

N — K < me
Apin > 2€ + 1 (169)

Supposons que le mot d’erreur contienneertreurs ( avee < e):

e(p) =p" +p2+---+p" (170)
avecl) < j; < jp---<j, <N -1

On obtient le systeme d’équation suivant :
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31:Qj1+aj2_|_..._|_ajv
so = (1) + (a2)? + -+ + ()
Sy = (Oé‘h)g -+ (aj2)3 e+ (ajv)?)

590 = (/)% + (aP2)* 4 -+ - 4 (V)% (171)
Posons3, = o/t 1<k <w

s1=p1+ P2+ -+ By
so=(B1)°+ (B2)” + -+ (B)
s3=(B1)>+ (B2)> + - + (B

2 = (B1)% + (Bo)* + -+ (B,)* (172)
e Définissons le polynome suivant :
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()

o(p) =] [(1 - Bip)
k=1
= O'o—l—O'lp—l—O'QPQ—l—...O'UpU (173)

e Ce polynOme est appelé polyndme localisateur d’erreuresaimverses des racines
deo(p) sont égales &, = o’F et permettent de localiser la position des errgurs
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DECODAGE DES CODES BCH

e On peut alors mettre le systeme la forme matricielle suezant

1 O 0 0 0 0 o S
( 59 s; 1 0 0 0 \ ( O'; \ ( S; \
S4 8:3 So 51 1 0 (7:3 _ 5:5 (174)
S2%v—4 S29—5 -+ v oo oo Sp—3 Oy—1 S20—3
S20—2 S2%y—3 -+ o oo L. Sv_1) \ Oy ) \ So2v—1
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CODES REED-SOLOMON

e Codes en bloc linéaire non binaif®’, K)
Proprietés
N=g—-1=2"-1

K=12 . N-1
Apmin=N — K +1

e Exemple(255, 239, 17) : permet de corriger jusqu’a 8 octets par bloc.
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e Le taux d’erreurs symbol€E'Sy en sortie d'un décodeur de Reed-Solomon a entrees
dures est le suivant :

N
1 . |
TESs = > iCN(TESE)(1—TESp)N™
1=e+1

OUT' E Sy est le taux d’erreurs symbole en entrée.
o TESs = f(TESE) pour le code Reed Solomaphs, 239, 17) :

10"

107 E
107° E

107 £

TESg

10°F
10°F

107k

10" : e - ——
10 10 10
TES,
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COURS 13

Codes convolutifs
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LES CODES CONVOLUTIFS

Un code convolutif est un code qui transforme une ségquenceraeinfinie de mots
d’'informations en une sequence semi-infinie de mots de code

u : séguence de mots d’'information de dimension

1,2 k
U = Ug, Uy, Uy, ... avec  U; = [u;,us, ..., u;]
X : sequence de mots de code de dimension
1 2
C=Cy,Cy,Co. .. avec ¢ =|c,c,...,C
Le rendement du code convolutif éjbst
u, u, u, C, C c,
U| Uy |Ug Gla|s
uz|uz|ug clc|e
uuu clcrles
u codeur C
—_—> convolutif —

R=k/n
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REPRESENTATION POLYNOMIALE DES SEQUENCES

avec

W(D)=> w/D' et (D)=) /D' avec ul,a] €T,
1=0 1=0

1771

Un codeur convolutif binaire de rendementk /n est la réalisation par un circuit
linéaire de I'association d’'une séquence de mots d’infornteaon de £ bits u(D) avec
une sequence de mots de code agbits x(D).

Nous avons :

x(D) = u(D)G(D)
G(D) est la matrice génératrice utilisée par le codé€urD) est de dimensioh x n et
de rangk.
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9k,1(D> 9k,2<D) gk,n<D)

Les élementsy; ;(D) de la matrice géneratric@(D) sont des polynomes de ou des
fonctions rationnelles de polynomes te

un code convolutif est I'ensemble de toutes les séquencessietie possiblesx(D)
du codeur convolutif
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Exemple: codeur convolutif nonréecursif=1,n =2 M =2

1 1
G| Clc
2| ~2| A2
Uy | Uy | Uo GG |G
u codeur X
—_— convolutif —

R=1/2

G(D) = (q1(D), g2(D))

g1(D) =1+ D+ D*
g1 = [111]pin = Toct
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g2(D) =1+ D?
g2 = [101]pin = Soct
On a:

w(D) = ug + w1 D 4+ usD* +
YD)=x2y+ oD+ asD* +--- = u(D)(l + D + D?)
1*(D) = xi + 21D + x2D2 = u(D)(1 + D?)

On peut aussi écrire :

—uz+uz 1+uz 2
_UZ—I- -|—UZ'_2
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TABLE DES MEILLEURS CODES CONVOLUTIFS R=1/2

nbr mémoire | code Ajibre
1 (2,3) 3

2 (5,7) 5

3 (15,17) 6

4 (23,35) 7

5 (53,75) 8

6 (133,171) 10
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DIAGRAMME DE TRANSITIONS D’ETAT

On définit I'état interne du codeur a I'instainpar un vecteus; de dimensionV/ :

S; = [812'752@, SMZ] :

s;; est I'etat a I'instant de laj-ieme cellule mémoire.
Diagramme de transition pour le codeur convolutif non réi€{7,5) de rendement 1/2
de I'exemple précédent

\\‘ b

'\_// [01]
100}

P X
coa
,

\
/ A
;
)
;
.

[10]

Chague branche est renseignée avec les bits de sortie [ &ticy;). Les branches en
traits pointillés et continus correspondent respectivdraain bit d’entrée egalaOeta 1.
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| étatinterne | s1
a

[y
»
[ ™)
<L

|| O Ofl»
| Ol O

b
c
d

TREILLIS ELEMENTAIRE

A partir du diagramme de transitions d’état, il est posstt@econstruire le treillis ele-
mentaire du code convolutif. Chaque branéhelie un état de dépast (b) et un état
d'arrivees™(b).
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DIAGRAMME EN TREILLIS

Le diagramme en treillis est un diagramme de transitionsati@u I'abscisse corre-
spond au temps. Il est obtenu simplement en assemblant ubraantini de treillis
élémentaires.

Diagramme en treillis du codeur précédent :

o

=1 i=2 i=3 i=4

Sur chague branche on renseigne la valeur des deux, pébc,;. Les traits en gras et
en pointillés correspondent respectivement & 1 etu; = 0.

216



DISTANCE MINIMALE DES CODES CONVOLUTIFS

chemin nul de référence

A partir de ce diagramme on constate qu’un seul chemin aquigtachemin de référence
a l'instant: = 0 est a la distance 5 du chemin de référence. La distance nismoeece
code convolutif est égale a 5.

La fonction de transfert d’'un code convolutif permet de déirer les propriétés de
distance de celui-ci.
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ALGORITHME DE VITERBI

L'algorithme de Viterbi est un décodeur ML. Il recherche le chemin ou la séquence
d’état le plus probable. La séquencek se déduit alors immédiatement

cas du canal binaire symetrique

D dp(y.x)
Priylx) = pn (1 = p) V) — (1= (1) (175)
— P
ou dy(y,x) est la distance de Hamming entre la séquence rgcaela séquencs.
Commep est compris entre 0 et 0.5, o a 1%9 < 1.

Ainsi maximiserPr(y|x) revient a minimiser la distance de Hamming entret x.
cas du décodage a entrees souples d’une séquence recue paucanal BBAG

yi =\ Eszi+n; (176)

aveck, énergie moyenne par symbolergtéchantillon bruit blanc gaussien centré de

variancer? = 2.
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A la sortie du démodulateur on a :
1 i — vEsxi]Q}
i|L;) = —F/—=€X — 177
p(yilz:) N p{ N, (177)
Comme la fonction logarithme est croissante, au lieu dadl la relation (149) pour
déterminerk, on peut utiliser :

X = arg max log Pr(y|x) (178)

On a alors :

log Pr(y|x) = Z log Pr(y;|x;) (179)

e On obtient une premiere version du decodeur a maximum dsermdilance :

N-1
i — V)
f(:argmaXZ{—[y “i }

i=0 No
N-1
= arg min z:(yZ —  Eyxi) (180)



e Une seconde version du décodeur a maximum de vraisemblahobtenue en ap-
proximant les calculs :

X

N-1
arg min Z 1y — \/ Esxy] (181)
i=0

Cette version sous optimale donne cependant de bonnesmarfces en pratique.
e Dans le cas ou; = +1) il est possible d’obtenir une troisieme version exacte :

X = arg max log Pr(y|x)

N-1
— arg max Z —(y; — \/Esxz-)2
i=0

N-1
= arg max Z —yZZ + 24/ Ey;x; — x?ES
X
i=0

N—-1

= arg max Z Yi T (182)
i=0
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e L'algorithme de Viterbi évite de calculer les metriquesoasses a chacune des séquence
possibles.

e A chague section du diagramme en treillis, on élimine lesrshs qui ne peuvent pas
étre le chemin le plus vraisemblable.

e Supposons la séguence en entrée du codeur soit 1001. Lanséaresortie est 11
10 11 11. On considere que la séguence recue est 11 00 11 11

e A chague étape I'algorithme de Viterbi calcule pour chagmevelle branche la dis-
tance de Hamming entre le couple de bits recus et le couplégiadsociés a la branche
considérée. Puis il calcule |2s)/ métrigues cumulées et ne conserve qu’un seul chemin
par noeud baptisé chemin survivant.
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Séquence
regue :

i=0

11

(2

11

1)

i=2
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POINCONNAGE DES CODES CONVOLUTIFS

e A partir d’'un code convolutif on peut réaliser des codes obautifs de rendement
supérieur.

e Exemple : codeur R=2/3 obtenu a partir du codeur précédent.

Oe

d
O

=0 =1 i=2 =3 i=4

e Le poingonnage s’obtient ici en supprimant un symbole sur dagtie du codeur de
rendement 1/2.
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COURS 14

Introduction aux modulations numeriques
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INTRODUCTION AUX MODULATIONS NUMERIQUES

e L'opération de modulation consiste a adapter le signal ateenau canal de trans-
mission.

e Translate le spectre du signal autour d’une fréguence ysgte

e L'information est portée par 'amplitude, la phase, la frégce
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MODULATION A DEPLACEMENT D’AMPLITUDE

e La modulation a deplacement d’'amplitude (MDA) pulse amplitude modulation
(PAM) en anglais établit une correspondance entre les siasbpet le signal modulé
comme suit :

@)

r(t) = 3 aplt — kT)

k=—00
= Z arg(t — kT )cos(wyt) (183)
k=—00

g(t) etp(t) = g(t)cos(wpt) sont les formes d’onde du signal respectivement avant et
apres la modulation.

e les symboles:;, prennent leurs valeurs dans l'alphaljeid, +-3d, ..., (M — 1)d}
(NRZ multiniveaux).

e Le signalz(t) peut également s’écrire sous la forme suivante :

x(t) = Z %{akg(t — /{T)ejwot} (184)

k=—o00



e Représentation géometrique des signaux PAM gdue 4 et M = 8.

00 01 11 10
M=4 ‘ . ‘ * >
-3d  d +d  +3d

000 001 o011 010 110 100 101 111

M=8 >

-7d  -5d  -3d  -d +d +3d +5d +7d

Sur le canal gaussien, le taux d’erreurs symbole est donmé pa

M —1 3logo M Ej,
TES =
S i erfc( V2 1N0>

(185)

e Le codage de Gray consiste a choisir les mots binaires @&ssaalleux points ad-
jacents afin qu’ils ne different que d’'un seul bit. Ainsi, wEreeur symbole entre deux

points adjacents n’engendre qu’une erreur bit sutdes)/ bits du mot binaire.

e Avec un codage de Gray, on a donc la relation suivante enfreeet le TES :

TER — TES
logo M
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MODULATION A DEPLACEMENT DE PHASE

e La modulation a déplacement de phase (MDPpbase shift keyin(PSK) en anglais
consiste a moduler la phase de |la portepspar le symbole a transmettbg:

x(t) = Z Ag(t — kT )cos (wot + QWWI)]{ + ¢0>

k=—o00
= Z Ag(t — kT )cos (wot + @ + qb()) (187)
k=—00

b € {0,1,..., M — 1} etg(t) est la forme d’'onde du signal en bande de bageest
une phase de référence. On choisit en géngral = /M.

: - i T ST
exemple: M = 4 : la phasep, peut prendre les valeurs suivantés 5, m et <.
Le signalz(t) peut également s’écrire sous la forme suivante :

x(t) = i %{akg(t = kT)ejwot} avec  a, = Aexp {j (277]\5/{ + (b()) }

k=—00
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e Représentation géometrique des signaux PSK pour 4 (QPSK) etM = 8 (8PSK)

A
P BN
01 00
/ \
[ \
M=4 '\ —>
\ /

/
< >0
1m>—=4 -

A
o ~
Ve N
\
M=8 o 1o
= | |
\ / >
N s 111
110 ~ ;
\.\ ’-/
100 101
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MODULATION D’AMPLITUDE DE DEUX PORTEUSES EN QUADRATURE(QA M)

e La modulation d’amplitude de deux porteuses en quadrafi&€)) ou quadrature
amplitude modulatioiQAM) en anglais consiste a moduler simultanément I'aragat
et la phase de la porteuse par le symbole a transmegttre

’

x(t) = i R< arg(t — kT)eijt}

k=—00 \
p

= Z RS (ay + jay)g(t — kT)ejwot}

k=—00 \

— Z afg(t — kT )coswyt — aég(t — kT')sinwot

k=—o0
= Z vpg(t — kT)cos(wot + ¢r) (188)
k=—00

ou
T
Vg = \/(af)Q + (a})? et ¢, = arctan a_],;
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e Cette modulation permet de réaliser des transmissionsngunes d’efficacité spectrale
élevee.
e Représentation geomeétrique des sighaux QAM pdue 4 M = 16

A a,i
0] O ©00
R
=4 >
llo ........................... @10
A q
0001 0011 0010 0000
O O O O
1001 1011 1010 1000
M=16 o o o o R
a
>
1101 1111 1110 1100
O O O O
0101 0111 0110 0100
O @] O O

e Nous pouvons observer que la modulati@r M4 est identique a la modulation a
deplacement de phase a 4 états de phage QPSK.



SYNOPTIQUE MODULATEUR QAM

Train
binaire | Conversion —»
—Msérie/parallél E
série/parallele ncod

dk

racine
COS

racine

A
G
cos(ot) @—' - >
90 ° )

COS
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TAUX D’ERREURS SYMBOLE D'UNE MODULATION QAM

e Pour les constellations rectangulair@$ & 2%), aveck = log, M nombre pair de bits
par symbole, la modulation QAM est équivalente a deux mauabuia PAM en quadrature

ayant chacune/M = 2%/2 points.

e Comme les signaux en phase et en quadrature peuvent éadgadnt séparés a la
demodulation, le TES d’'une modulation QAM peut s’obtengeanent a partir du TES
de la modulation PAM composée g€\/ points :

TES =1—(1—TESpvm1) (189)

OUTESp /7 €St le taux d’erreurs symbole de la modulation PAM avec laignde
la puissance moyenne d’une modulation QAM équivalente :

B 1 3log, M Ej,
TESp it = (1\/—M>6ch<\/2(Ml)No> (190)
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TAUX D’ERREURS SYMBOLE D'UNE MODULATION QAM

e Le TES d’'une modulation QAM s’écrit suit :

1 3logoM E 1 1 3log, M Ej,
TES =2 (1—\/—M> erfc<\/2(M — 1)Nz> 1—5 <1—\/—M> erfc<\/2(M — 1>N0>

e Pour la modulation QAM 4, on obtient par exemple :

2 2
1 Eb Eb 1 Eb
TES =1-— (1——erfc<\/N0>> erfc(w/ﬁ() —Zerfc<\/ﬁo> (191)

e Par ailleurs avec un codage de Gray, le taux d’erreurs bitlpanodulation QAM 4

est egal a:
TEB = 1erfc(“ Eb) (192)
Ny

e En négligeant le second terme de (191), on retrouve laoceldt B = T ES/2
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TES TEB

TES ET TEB D'UNE MODULATION QAM

10

T ]
—— TES QAM16 |7
— — TESQAM4 |7
—— TEB QAM16 |/
—— TEB QAM4
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